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Vorrede 


zur ersten Auflage. 


Das mächtige Iustrument der Algehra und Analysis, 
welehes unter dem Namen der Determinanten in Gebrauch 
gekommen ist, war aus den bis vor wenig Jahren vorhandenen 
Quellen nieht leicht kennen zu lernen. Die grossen Meister 
hatten jenes Hülfsmittel für die höheren Zwecke, denen ihr 
Genius diente, sich geschaffen und waren wenig gesonnen, 
ihren Bau dureh Betrachtungen über Material und Werkzeug, 
von deren Tüchtigkeit sie tiefe Ueberzeugung hatten, aufzu- 
halten. Daher ist es mit den Determinanten wie wohl mit allen 
wichtigen Instrumenten der Mathematik ergangen, dass sie 
längere Zeit im Besitz von wenig Auserwählten blieben , bevor 
eine geordnete Theorie derselben den Nichtkennern das Ver- 
ständniss und den Gebrauch zugänglicher machte. Die erste 
Idee, der Algebra dureh Bildung combinatorischer Aggregate, 
die heute Determinanten genannt werden, zu Hülfe zu kommen, 
rührt, wie Digrcurgr bemerkt hat, von Lëtz her. Ausser 
dem Briefe ап L'Hosprrau 1693 April 28, worin LEIENIZ die 
Ueberzeugung von der Fruchtbarkeit seines Gedankens aus- 
sprieht, scheint aber nichts übrig zu sein, woraus sich schliessen 
liesse, dass Leisnız sich um weitere Früchte dieser Idee be- 
müht habe. Die zweite Erfindung der Determinanten durch 
CRAMER 1750 blieb unverloren wegen der Dienste, die der 
Algebra daraus erwuchsen, theils durch Cramer selbst, theils 
nach einer Reihe von Jahren durch Bgzovur, VANDERMONDE, 
LAPLACE , Lagrange. Namentlich war es VANDERMONDE (sur 
l'élimination 1771), der einen Algorithmus der Determinanten zu 
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begründen suchte, während LAGRANGE in der classischen Ab- 
handlung sur les pyramides 1773 von den Determinanten dritten 
srades bei Problemen der analytischen Geometrie bereits in 
grosser Ausdehnung Gebrauch machte. Den wichtigsten Anstoss 
Jedoch zur weiteren Ausbildung der Rechnung mit Determi- 
nanten haben Gauss’ Disquisitiones arithmetieae 1801 gegeben. 
Ausgehend von der Betrachtung der Algorithmen, welche in 
diesem Werke sich auf die » Determinauten der quadratischen 
Formen« beziehen, stellten Biner und Caucuy 1512 die allge- 
meinen Regeln für die Multiplication der Determinanten auf, 
wodurch Rechnungen mit schwer zu bewältigenden Aggregaten 
eine unerwartete Leichtigkeit gewannen. Des neuen Caleüls, 
welchen besonders CAucıy weiter ausgebildet hatte, bemäch- 
tigte sich mit schöpferischer Kraft vorzüglich JACOBI 1826, des- 
sen in Crelle's Journal niedergelegte Arbeiten reichlich Zeug- 
niss geben, was das neue Instrument in des Meisters Hand zu 
leisten vermochte. Erst dureh Jaconrs Abhandlungen » de for- 
matione et proprietatibus determinantium« und »de determinan- 
tibus functionalibus 1841« wurden die Determinanten Gemeingut 
der Mathematiker, welehes seitdem von verschiedenen Seiten 
her wesentliche Vermehrungen erhalten hat. 

Jaconrs Abhandlung de formatione ete., welche nicht un- 
mittelbar für das erste Studium des Gegenstandes verfasst ist, 
und SPOTTISWOODE elementary theorems relating to determi- 
nants, London 1551, eine Schrift, welche bei zweckmässiger 
Anordnung des Stoffes und einer guten Auswahl von Beispielen 
manche Ungenauigkeiten und selbst Unrichtigkeiten enthält, 
wodurch ihren Werthe Eintrag geschieht, waren die einzigen 
vorhandenen Anleitungen zur Kenntniss der Determinanten, als 
ich mich entschloss, das zum grossen Theil noeh zerstreute Ma- 
terial in eine Theorie der Determinanten, begleitet von den wich- 
tigsten Anwendungen derselben, zusammenzustellen. Meine 
Arbeit war fast zum Abschluss gebracht, als mir Briosent la 
teoriea dei determinanti, Pavia 1854, bekannt wurde. Dieses 
Werk, hervorgerufen durch das auf vielen Seiten gefühlte Be- 
dürfniss einer elementaren Anleitung zur Kenntniss der Deter- 
minanten, ist, wenn auch in den Elementen nieht immer streng, 
doch mit vorzüglicher Sachkenntniss geschrieben und enthält 
einen reichen Schatz trefflichen Materials, wodurch es schnell 
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in weiten Kreisen Eingang und Anerkennung sich verschafft hat. 
Die jüngst in Berlin erschienene deutsche Uebersetzung dieses 
werthvollen Buches ist ohne Zweifel den deutschen Mathema- 
tikern sehr willkommen. Dass ich den Muth hatte, meine 
Schrift über denselben Gegenstand zu vollenden, gründet sich 
hauptsächlich auf die Verschiedenheit in der Anlage und Aus- 
führung meiner Arbeit. Um den theoretischen Kern des Gegen- 
standes möglichst rein herauszuschülen, habe ich die Haupt- 
eigenschaften der Determinanten und die darauf gegründeten 
Algorithmen iu synthetisch genau artieulirtem Vortrag, wie er 
den Lehrbüchern von Alters her eignet, abgehandelt und wo es 
nöthig schien durch einfache Beispiele erläutert. Es kann zur 
klaren Einsicht in die Lehrsätze eines Systems nur erwünscht 
sein, bei jedem Lehrsatze die Summe der Prämissen, auf denen 
er beruht, straff zusammengezogen zu sehen. Dagegen habe ich 
die Anwendungen auf Algebra, Analysis und Geometrie in 
einen besondern Abschnitt vereinigt, um durch grösseren Zusam- 
menhang leichtere Auffassung und in den einzelnen Materien 
eine gewisse Vollständigkeit erreichen zu können. Besonders 
aber wünschte ich meiner Arbeit dadurch einigen Werth zu ver- 
leihen, dass ich soviel als möglich bis zu den Originalquellen 
vorzudringen suchte, un die ersten Erfinder von Methoden und 
die ersten Entdecker von Lehrsätzen eitiren zu können. Solche 
Citate sind nicht nur ein Opfer, welches die spätere Zeit den 
frühern Offenbarungen des Genius schuldet, sie bilden ein Stück 
Geschichte der Wissenschaft und laden zum Stadium der hohen 
Werke ein, aus denen die Wissenschaft aufgebaut ist, und in 
denen noeh immer reiche Schätze ungehoben ruhen. Freilich 
kann ich nicht erwarten, dass mein Suchen hierbei überall zum 
Finden des Richtigen geführt hat; ich hoffe aber, dass verlau- 
tete Irrthümer zu gelegentlicher Aussprache des Richtigen Ver- 
anlassung geben werden. 

Nach dem Vorbemerkten ist es unnöthig hervorzuheben, 
was von meiner Seite eigenes dem vorgefundenen Material hin- 
zugefügt worden ist. Es bleibt mir nur übrig, die Güte meines 
gelehrten Freundes Вовсплврт dankbar zu rühmen, der durch 
maneherlei Anweisung mich bei meiner Arbeit wirksam unter- 
stützt hat. 

1857. 
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Zur dritten Auflage. 


Die dritte Auflage meines Buches hat in mehrern Ab- 
sehnitten wesentliche Verbesserungen und Zusätze erhalten. 
Zum Theil neu bearbeitet wurden die Determinanten mit poly- 
nomischen Elementen ($. 5), die Functionaldeterminanten 
($. 12;, die homogenen Functionen ($. 13), die geometrischen 
Determinanten ($. 15 — 17). Unter den einzelnen Zusätzen 
erwähne ich $. 3, 6 und 15, §. 4, 2 und 3, $. 6, 5, $. 10, 2 und 
3, $.11,3. Nicht mehr einfügen liess sich die Bemerkung, wel- 
che die Herren BRILL und GORDAN gemacht haben, dass р. 105 
die Determinanten (n + m — Nten, (» + m — 2)ten,.. Grades 
vermöge der Beschaffenheit der letzten Colonnen auf den um 
1 niederen Grad gebracht werden können. Zur Zierde gerei- 
chen der neuen Auflage dankeuswerthe Originalmittheilungen 
des Herrn WEIERSTRASS p.47 über suecessive lineare Substi- 
tutionen und des Herrn BORCHARDT p. 233 über das grösste 
Tetraeder, dessen Flächen von gegebenem Inhalt sind. Ausser- 
dem bin ich zu besonderem Dank Herrn KRONECKER ver- 
pflichtet, dessen Einfluss auf meine Arbeit dureh die Anfüh- 
rungen seines Namens sich nur annähernd ausdrücken liess. 
Im Journal für Mathematik erscheinen demnächst Aufsätze, 
welche Herr KRONECKER mit Bezug auf diese neue Auflage zu 
redigiren sich hat bewegen lassen. 
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Erster Abschnitt. 


Theorie der Determinanten. 


8.1. Eintheilnng der Permntationen gegebener Elemente 
in zwei Classen. 


1. Die Elemente einer Complexion, aus welcher Permu- 
tationen abgeleitet werden sollen, werden durch Ordnungszahlen 
untersehieden. Ein Element heisst höher als ein anderes, wenn 
es die grössere Ordnungszahl hat. Bei einer abgeleiteten Com- 
plexion vergleicht man jedes Element mit allen folgenden und 
zählt, wievielmal einem höhern Elemente ein niederes nachsteht; 
die gefundene Anzahl heisst die Anzahl der Inversionen (deran- 
gements, variations), welche die Complexion enthält”), z. B. die 
Permutatiom ayazaya, enthalt 4 Inversionen: ауа, ауаз, 040, бй 

Die Permutationen gegebener Elemente sind von Cramer in 
zwei Classen getheilt worden, deren erste die Permutationen um- 
fasst, in welchen eine gerade Anzahl von Inversionen vorhanden 
ist, deren zweite die Permutationen mit ungerader Anzahl von 
Inversionen enthält. 


2. Lehrsatz. Wenn in einer Permutation ein Ele- 
ment mit einem andern vertauscht wird, während 
die übrigen Elemente ihre Plätze behalten, so än- 
dert sich die Anzahl der vorhandenen Inversionen 
um eine ungerade Zahl“). 


*) Cramer Analyse des lignes courbes, 1750. Appendix p. 658. 

**) Dieser Salz wurde zur Unterscheidung der Permutationen vou Be zort 
aufgestellt (Hist. de l'acad. de Paris 4764 p. 292) und von LApLACk bewiesen 
in derselben Sammlung 1772, Il p. 294, einfacher in der hier mitgetheilten 
Weise von MorrwripE demonstratio eliminationis Cramerianae, Leipzig 
1811 $. 9 und von GERGoNNE Ann. de Malh. 4 p. 450. 

Baltzer, Determ. 3. Aufl. 4 
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Beweis. Sind o und A die zu vertauschenden Elemente, A 
das höhere derselben, A die Gruppe der Elemente, welche 4 
vorangehen, В die Gruppe der Elemente, welche zwischen 9 und 
h stehen, C die Gruppe der Elemente, welche / nachfolgen; ist 
also die gegebene Permutation 
Ag B 


und die zu bildende 
AnBgC, 


so rührt die gesuchte Aenderung der Anzahl der vorhandenen 
Inversionen von der Stellung her, welche g und / gegen einander 


und gegen die in В ltenen Elemente einnehmen, 
Die Gruppe B ме 8 Elemente, von denen 2, höher als 


g, В höher als ^ seien. Dann sind in der Complexion 9h ausser 
den in B vorhandenen Inversionen deren 8— 6, +ß, anzutreffen, 
weil g höher ist als 2—8, Elemente von 2, und @, Elemente von 
B höher sind als A. Anstatt dieser Inversionen kommen in der 
Complexion ABg, welche durch Vertauschung von g und / ab- 
geleitet ist, 2—21 Inversionen vor, weil A höher ist als 
f—-p, Elemente von B, ferner A höher als g, und endlich noch 
61 Elemente von B höher sind als 9. Die Differenz dieser An- 
zahlen 
EE - BAHR) = 2A —28,1 


ist ungerade, W. л. b. w. 


3. Durch Vertauschung von jedesmal 2 Elementen können 
nach und nach alle Permutationen einer gegebenen Complexion 
dargestellt werden“). Die in dieser Reihe der Permutationen an- 
zutreffenden Inversionen sind abwechselnd von gerader und von 
ungerader Anzahl (2). Da die Anzahl aller Permutationen gerade 
ist, so giebt es ebensoviel Permutationen der ersten Classe, in 
denen eine gerade Anzahl Inversionen vorhanden ist, als Per- 
mutationen der zweiten Classe, welche eine ungerade Anzahl 
Inversionen enthalten. Jene lassen sich durch eine gerade, diese 
durch eine ungerade Anzahl Vertauschungen von jedesmal 2 
Elementen aus der gegebenen Complexion ableiten. 

Zwei Permulationen gehören in dieselbe Classe, wenn eine 
aus der andern oder beide aus einer dritten durch eine gerade 


*) Vergl. GattENkAa Elem. d. Math, 4850 $. 440 oder des Verf. Elem. 
d. Math. gies Buch $, 24. 


WWW.rcin.org.pl 


679и 3 


Anzahl Vertauschungtn von jedesmal 2 Elementen sich ableiten 
lassen. 


4. Analytischer Beweis des Lehrsatzes (2) ]. Zur Unter- 
scheidung der Permutationen bilde man bei jeder derselben die 
Differenzen der den Elementen zugehörigen Ordnungszahlen, 
indem man die Ordnungszahl jedes Elements von der jedes folgen- 
den Elements subtrahirt. Eine Permutation enthält soviel In- 
versionen, als unter den erwähnten Differenzen negative vor- 
kommen (1). 

Das Product dieser Differenzen ist eine alter- 
nirende Function der Ordnungszahlen“), welche 
durch Vertauschung von 2 Ordnungszahlen den 
enlgezengesetzten Werth erhält. 


Beweis. Nach der Vertauschung von zwei Ordnungszahlen 
haben die einzelnen Differenzen in veränderter Ordnung die- 
selben absoluten Werthe wie vorher, also behält ihr Product 
seinen absoluten Werth. Versteht man unter F und A zwei be- 
stimmte, unter r und s zwei beliebige andere Ordnungszahlen; 
unter 

H(r—i(r—K), H(r—s) 
die Producte der Factoren, deren allgemeine Formeln 
(r=) (r-, r—s 

sind; bezeichnet man endlich einen. der Werthe 1 oder —1 
dureh e, so kanm das Product der bei einer gegebenen Permu- 
tation zu bildenden Differenzen durch 

£(k—1i) H(r—i)(r—K) Hir—s) 
dargestellt werden. Wird nun 7 mit / vertauscht, so bleiben 

H(r—i)r—k) und H(r—s) 
unverändert, und k—i erhält den entgegengesetzten Werth. 
Also bekommt das Product den entgegengesetzten Werth, 
waah V. i 

Da durch Vertauschung von 2 Elementen der Permutation 
das in Betracht gezogene Product einen Zeichenwechsel erleidet, 
so ändert sich zugicich die Anzahl der negativen Differenzen, 


*) Jacom Determ. 2 (Crelle J. 32 no. At}. 
) Fonelion alternée nach Слгснү J. de Fée. polyt. Cah. 47 p. 30, Ana- 
lyse algébr. III. 2. — Functio alternans nach Jacorı Crelle J. 22 p. 360. 


A* 
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mithin die Anzahl der vorhandenen Inversionen um eine ungerade 
Zahl, wie oben bewiesen worden. 


9. Die Vertauschung der Elemente einer Complexion heisst 
eyclisch, wenn jedes Element durch das folgende, das letzte 
Eiement durch das erste ersetzt wird. 

Durch eine eyclische Vertauschung aller Rle- 
mente erhält man aus einer gegebenen Permutation 
eine Permutation derselben oder nicht derselben 
Clausse, je nachdem die Anzahl der Elemente unge- 
radeoder gerade ist. Denn die cyclische Vertauschung von 
n Klementen lässt sich durch Vertauschung des ersten Elements 
mit dem zweiten, dritten u. s. f., also durch n—1 Vertau- 
schungen von jedesmal 2 Elementen erreichen. 

Aus einer gegebenen Permutation kann jede 
andere durch cyclische Vertauschung einzelner 
Gruppen von Elementen abgeleitet werden. Sind z. B. 

725438169 
die Ordnungszahlen der Elemente in der gegebenen Permutation, 
und 

293874156 
die Ordnungszahlen der Elemente in der abzuleitenden Permu- 
talion, so beginne man mit dem ersten umzustellenden Element 
der gegebenen Permutation, und ersetze der Reihe nach 7 durch 
2, 2 durch 9, 9 durch 6, 6 durch 5, 5 durch 3, endlich 3 durch 
das Anfangs ausgestossene Element 7. Dadurch ist eine Gruppe 
von Elementen abgeschlossen und deren cyclische Vertauschung 
vollendet. Hierauf ersetze man aus der Reihe der noch übrigen 
Elemente 4 durch 8, 8 durch 4, womit die cyelische Vertau- 
schung einer zweiten Gruppe von Elementen sich schliesst. Das 
noch übrige Element 4 ist durch ein anderes nicht zu ersetzen. 
Demnach ist durch 2 partiale cyclische Vertauschungen aus der 
ersten Permutation die zweite abgeleitet. 

Wenn man jedes der Elemente, welches bei der eben be- 
schriebenen Ableitung einer Permutation aus einer andern durch 
sich selbst zu ersetzen ist, als eine besondere Gruppe mitzählt, 
so gilt die Regel: 

Zwei Permutationen gehören in dieselbe Classe 
oder nicht, je nachdem die Differenz der Anzahl 
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ihrer Elemente und der Anzahl der Gruppen, durch 
deren cyclische Vertauschung die eine Permutation 
aus der andern abgeleitet werden Kann, gerade 
oder ungerade ist*). Bestehen nämlich die gegebenen Per- 
mutationen aus п Elementen, lässt sich aus der ersten die zweite 
dadurch ableiten, dass man die Elemente in p Gruppen von 4; , 
43, 93, .. Elementen vertheilt, und die einzelnen Gruppen durch 
cyelische Vertauschungen umbildet, so können die vorzunehmen- 
den cyclischen Vertauschungen durch 

(a4 —1) + (3 — 10 & ( -) . 
Vertauschungen von jedesmal 2 Elementen bewirkt werden. 
Nun ist 

tr PE .. =n, 

also kann die zweite Permutation aus der ersten durch n—p Ver- 
tauschungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet werden. 

Um die Elemente der ersten Gruppe an ihre neuen Plätze zu 
bringen, sind nicht weniger als a,— 1 Vertauschungen von 
jedesmal 2 Elementen erforderlich u. s. f., daher kann eine der 
gegebenen Permutationen aus der andern nicht durch weniger 
als n—p Vertausehungen von jedesmal 2 Elementen abgeleitet 
werden. Im obigen Beispiel ist p=3, n—p = 0, folglich gehören 
die gegebenen Permutationen derselben Classe an. 


$. 2. Determinante eines Systems von з? Elementen. 


1. Wenn m Zeilen (llorizontalreihen, lignes) von je n Ele- 
menten, oder von der andern Seite betrachtet n Colonnen 
(Verticalreihen) von je m Elementen zu unterscheiden sind, so 
werden die Elemente im Allgemeinen zweckmässig durch 2 
Numern (indices, suffixe) bezeichnet, deren erste die Stelle 
der Reihe, deren zweite die Stelle des Elements in der Reihe 
angiebt **) , z. B. 


а, а, >. Am 
в d:: Ay 
% UIT 


) Cavcay J. de lec. polyt. Саһ. 47 p. 42. Anal. algébr. Note 4. Jacopı 
Det. 3. 
) Diese Bezeichnung ist zuerst von LEteNiz angewandt worden. S. des- 
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Statt % schreibt man auch o; oder (A). Wenn m zu, 
so heisst die Reihe der Elemente vom ersten zum letzten 
ац 422 > 7 Daun 


die Diagonalreihe des Quadrats der Elemente. 


2. Definition. Unter der Determinante des Systems 
von n? Elementen, welche in n Reihen von je n Elementen 
stehen und von denen das Ate der йеп Reihe durch пу bezeich- 
net wird, versteht man das Aggregat der Producte von je n 
solchen Elementen, die sämmtlich aus verschiedenen Zeilen und 
Colonnen entnommen sind. Das Anfangsglied der Determinante 
ist das Produet der Elemente der Diagonalreihe 

qu. ML e 
Aus dem Anfangsglied werden die übrigen Glieder abgeleitet, 
indem man die ersten Numern unverändert lässt und die zwei- 
ten permutirt. Die einzelnen Glieder werden positiv oder negativ 
genommen, je nachdem die Permutationen der Numern, durch 
welche sie entstanden sind, derselben Classe angehören als die 
erste Complexion der Numern, oder nicht. 

Die Determinante von n? Elementen heisst nten Grades, 
weil ihre Glieder Producte von n Elementen sind. Sie hat 
1.2...n Glieder, welche zur Hälfte positiv, zur andern Hälfte 
negativ sind ($. 1, 3), unter denen aber entgegengesetzt gleiche 
nicht vorkommen, so lange nicht besondere Beziehungen zwischen 
den einzelnen Elementen stattfinden. Man bezeichnet die Deter- 
minante nach Caveny und Јасові dureh Einschluss des Systems 
der Elemente zwischen Colonnenstriche, oder durch das mit dem 
Doppelzeichen Æ unter ein Summenzeichen gesetzte Anfangs- 
glied, oder nach Vaxpernoxpe durch Aufstellung der Reihe der 
ersten Numern, welche zur Unterscheidung der Elemente dienen, 
über der Reihe der zweiten Numern *) : 


sen Brief an L Hôpital 4693 April 28 in Leibniz math. Schriften herausgeg. 
von Gerhardt II p. 239. 

) Cavcny J. Че l'école polyt. Cah. 17 p. 52. Јлсов Det. 4 und Crelle 
J. 45 p. 445. VaupEnsioNbE Mem. sur l'éliniination 4774 (Hist. de l'acad. de 
Paris 4772, IE p. 517). Die Determinanten sind von Leigniz (l, c.) erfunden 
worden, der mit Hülfe derselben die Resultante von n linearen Gleichungen 
für »—1 Unbekannte, sowie die Resultante von 2 algebraischen Glei- 
chungen für eine Unbekannte darzustellen suchte. Als zweiter Erfinder 
der Determinanten ist Cramer (vergl. $. 4, 1) zu nennen. Die von Cavcuv 
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а, 41 Es Qin 
dissitis adt = DES m Ke 
21 22 m PEE eee а, = . a = 6 5 D 
Hat 4 WÉI Ann 
Beispiele. 
a b 
= ab, —a,b. 
а, b, 
"bei 
ab, €, | = «е, — абс, + a b.e — abe, + айе, — а). 
| a, 0, с, | 
а оса | ab,e,d,— ab czd, + ab, c d, — ab c d, + de — ab,6,d, 
a, 6 d,| _ —abe,d,+a,be,d,+a,b,cd, —a,b,e,d—a,6,0d,+a,b;c,d 


(ERU TR (x à 4r a, bc d, — a.be,d, — a,b, cd, 4- a,b, Cd Hab cd, — a, b.c, d 


( быб gie asd gbd, 4- a,b, cd, — a,b, c,d - azb,cd, K a, b.c, d . 


3. Die Glieder der Determinante kónnen aus dem 
Anfangsglied auch dadurch abgeleitet werden, dass 
man die ersten Numern permutirt, wührend dic 
zweiten ihre Plätze behalten. Bei dem ersten Verfahren 
nimmt man der Reihe nach aus jeder Zeile Elemente, welche 
verschiedenen Colonnen angehören; bei dem zweiten Verfahren 
nimmt man der Reihe nach aus jeder Colonne Elemente, die 
verschiedenen Zeilen angehören. Irgend ein Glied o ag «5,.. ., 
welches beim ersten Verfahren durch Vertauschung von ou mit 
(p, VOD daz miit azg, von dy, mit gas, . . gebildet worden ist, 
ergiebt sich beim zweiten Verfahren durch Vertauschung von 
pp mb ауу, von um mit Qog, von dy, nit fue: In beiden 
Füllen werden gleichviel Numern mit andern vertauscht, folglich 
erhält das abgeleitete Glied ber dem zweiten Verlahren dasselbe 
Zeichen, als beim ersten. Z. B. aus 

Du dug азу Myy 055 Tee 
entspringt 

а, 05, Q5, d½ 955 Qes 
indem man die zweiten Numern 1, 2, 3, 4, 5, 6 mit 3, 2, 1,1, 6, 5 
vertauscht. Dasselbe Glied kann man aus dem Anfangsglied 
eingeführte Benennung Determinante ist von den nach dem obigen Gesetz 
gebildeten Aggregaten hergenommen, welche Gauss (Disquis. arithm.) De- 
terminanten der quadratischen Formen genannt hat. Später hat CAuchy 
(Exerc. de Math., Exerc. d'Analyse) den Namen Determinante wieder mit 
fonction alternee und mit dem von LarLace (vergl. $. 1, 2) gebrauchten 
Ausdruck Resultante vertauscht. 


8 8. 2, 3. 


auch dadurch finden, dass man die ersten Numern 3, 2, 1, 4, 6, 5 
der Reihe nach in 4, 2, 3, 5, 5, 6 verwandelt. Bei dem einen 
wie bei den andern Verfahren werden 4 Numern durch andere 
ersetzt und in beiden Fällen erhält das abgeleitete Glied dasselbe 
Zeichen. 

Zwei Systeme von der Art, dass die Zeilen des einen mit den 
Colonnen des andern übereinstimmen, 


ау 015 - - Dua Du ал ni 
а d: . Bon а а, - Das 
yp Onz- - Ban y un АЙ 


haben einerlei Determinante ХЖ ou a% .. Gen. Denn jedes 


Glied der einen Determinante kommt in der andern mit dem- 
selben Zeichen vor. 


4. Lehrsatz. Die Determinante wechselt das Zei- 
chen, wenn im System der Elemente eine Reihe mit 
einer parallelen Reihe vertauscht wird. Die Deter- 
minante verschwindet identisch, wenn die Ele- 
mente einer Reihe denen einer parallelen Reihe 
einzeln in derselben Ordnung gleich sind). 

Beweis. Ist R die gegebene Determinante, J die durch 
Vertauschung von 2 parallelen Reihen der Elemente abgeleitete 
Determinante, so enthält R dieselben Glieder als R mit ent- 
gegengeselzten Zeichen. Denn das Anlangsglied von R entsteht 
aus dem Anfangsglied von J durch Vertauschung von 2 ersten 
oder 2 zweiten Numern, kommt also in R mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen vor. Alle andern Glieder von , welche aus 
deren Anfangsglied durch eine ungerade (gerade) Anzahl Ver- 
tauschungen von jedesmal 2 Numern hervorgehen, entspringen 
aus dem Anfangsglied von А durch eine gerade (ungerade) An- 
zahl solcher Vertauschungen. Mithin kommen alle Glieder von R’ 
in R mit den entgegengesetzten Zeichen vor, d. h. R = — R. 

Sind die in 2 parallelen Reihen stehenden Elemente ein- 
ander der Reihe nach gleich, so wird durch Vertauschung dieser 
Reihen R in — H verwandelt, das System der Elemente bleibt 


*) VANDERMONDE 1. с. p. 518 u. 522. LaprLacr Hist. de l'acad. de Paris 
4772, Il p. 297. 
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aber bei dieser Vertauschung unverändert, d. h. — H= А, folg- 
lich R = 0 für beliebige Werthe der Elemente. Z. B. 


а„ d y >: 0, 4 Mn ад | 
|а. ш”. ал 
— а Da Oo e rem 
E | = 
| | az 4% e 
` а адл а 
Anz KI png Daun а, p lin 11 
Е + Dun ац | An funn би | 
Каа, E Kë vu 8 | 
=й 22 2 621 ЕЕЕ ы | 
| i 
anz dnn An %. Inni Оп | 
| Ga Ay .. den 
imp Gb s (am 
Un Ttg cag дле 9. 
| ШП ам 7 Hun 1 


Ueberhaupt: wenn sowohl z, A, /, .. als auch r, s, I, .. gege- 
bene Perinutatioren von 1, 2, . „ n bedeuten, so ist 


j Rip Ui CQ >- | | get Get a, 
| | Um Dia | 

| ar Bis аи | ae? Le We Wo on 
ау. is ац |ü аш аң 

| an Lm 


worin € die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem 
die gegebenen Permutationen einer Classe angehören oder nicht. 


5. Lehrsatz. Wenn die in einer Reihe stehenden 
Elemente des Systems mit Ausnahme eines einzigen 
verschwinden, so reducirt sich die Determinante 
des gegebenen Systems auldas Product deserwähn- 
ten Elements mit einer Determinante vom nächst 
niederen Grade*). 


Beweis, Ist П 


nn 


und unter den "Elementen 
in 


*) Jacosı Det. 5, 
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nur %% von 0 verschieden, so mache man im gegebenen System 
die йе Zeile der Elemente zur ersten Zeile und die Fte Colonne 
zur ersten Colonne, so dass R durch (2—1) + (£— 1) Zeichen- 
wechsel (4) in 


RU 8j 4% 1 kei c Hin) 

Out 411 e a eee Жо! 

= | 
411 aj. TEEN | 


| 
| Git Gaga c | 


Unk Um 

übergeht, wo € = (— re Nach der Voraussetzung verschwinden 
die Glieder von et, in welchen die erste unter den zweiten 
Numern von * verschieden ist. Daher reducirt sich elt auf die 
Glieder, welche aus dem Anlangsgliede 

ak Win s duy 
durch Permutation der zweiten Numern !, 2, .., kl, k+l, 0n 
nach Ausschliessung von * hervorgehen, d. i. auf die Glieder 
einer Determinante (a—I)ten Grades (2), welchen der Factor uv 
zugesetzt ist, also 


Du + Drei likti ee Hun 


worin è die angegebene Bedeutung hat. 


Beispiel. 
à, а, а а, 
а, а, а 
1 65 5 0, | LC ehre 
= Ee de 
D 6, Сз 6, des Lg 
90 d, | кусы 
АЁ паса а tu 0 0 0 | 
з 2 D A b 
D g 
| o "ter n e оо и 
x р = с, 62 Сз =. 
ОК а. б. E А 15 € сас, 
о m dw A. [d d, d, а, | 


6. Umgekehrt folgt, dass jede Determinante als Deter- 
minante von einen höhern Grade dargestellt werden kann, z. B. 
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$. 3,4 11 
Lu а a: Ж 
| 7 ＋ 25 1 "tie en £n 
l Guntin > Untan — 
Wë WI | i 01 Ча ti 4 1% 
0 d, ал | 
= =y 00 ап WÉI jd 
à 
| 
a а B 
nt un 
9 0, un. | 
100 а сайд 
п. S. W. Die Elemente 
05414 Us lun 
4 ＋ 251 % n ntzat 


welche in der Entwickelung der transformirten Determinante 
nicht angetroffen werden, können jeden beliebigen Werth anneh- 
men, also aueh verschwinden. 


7. Wenn alle Elemente verschwinden, welche auf einer 
Seite der Diagomalreihe stehen, so reducirt sich die Determinante 
des gegebenen Systems auf ihr Anſangsglied. 


471 а, 613 Set Un, a a а 
22 23 "n 
0 ae 04.. Gan der 7 
33 3n H EA 
o 0 dy.. Ban = fee u. s. f. (5) 
io 0 a 
0 0 0 1.2 An 
E redis (ge 


F. 3. Entwickelung einer Determinante nach den in einer 
Reihe stehenden Elementen. 


1. ТРТ des Coefficienten ge: welchen 
das Element d in der Determinante А = FHa,, .. Onn 
hat. 
behalten, setze man die Elemente einer Reihe, welche das Ele- 
ment get enthält, gleich 0 mil Ausnahme von gz. Setzt man 
dann I an die Stelle von a, so findet man den gesuchten 
Coefficienten 


Um die Glieder von R, in denen aj; vorkommt, übrig zu 


а oo n au ki -lin 
aiig 4 1, 1 Cia licike ++ 1% 

Hj = H 0 1 0 0 
Brain 65 Uia a rb lirikai rc Bitti 
| qi Anni uk ал+ 4% 
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welcher sich als Determinante (- ten Grades darstellen lässt 
($. 2, 5). Wenn man die ge Zeile zur ersten Zeile und die Ме 
Colonne zur ersten Colonne macht, so finden ((=) + (k— 1) 
Zeichenwechsel in à% statt (S. 2, 1), folglich ist 


LIT 4% — 1 kei oce aw | 
r 
aa stitt Элә. 
LII EE 
Ban tt | 
TOC УЕ i+.. k Fri. n] 
“ч [и овла 2. k—4 Фл. wl 


Wenn insbesondre jedes Element aj; verschwindet, [йг 
welches > / ist, so verschwindet a. . Denn die Elemente der 
Diagonale verschwinden zum Theil, während alle einerseits der 
Diagonale stehenden Elemente verschwinden. 

Durch ein analoges Verfahren leitet man aus R den Cocffi- 
cienten ab, welchen das Product «ig a, in R hat, indem man 
! an die Stelle von aj; und a,, setzt und 0 an die Stelle der 
übrigen Elemente, welche die in сд. und d, sich schneidenden 
Reihen des Systems enthalten. Dieser Coefficient redueirt sich 
auf eine Determinante (n —2)ten Grades u. s. f. 

2. Bestimmung von aj; durch eyelische Vertau- 
schung, Um aus R eine dem absoluten Werth nach gleiche 
Determinante, deren Anfangselement aj; ist, durch cyclische 
Vertauschung abzuleiten, hat man nach einander ; — ! cyclische 
Vertauschungen der Zeilen und * — 1 cyclische Vertauschungen 
der Golonnen vorzunehmen, wodurch 

лл K = 9 6) 
Zeichenwechsel eintreten (S. I, 5). Daher ist (1) 


itik co Bit Bitin coo Pi aki 


au m - 0007004) mer 
| аза 


КФ —1,ё&-єл cc 


Bei Determinanten ungeraden Grades können die Coefficien- 
ten ao aus 411 durch cyclische Vertauschung ohne Zeichen- 
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wechsel abgeleitet werden. Zu reeurrenter Bildung der Deter- 
minanten hat man demnach 


о сщ 
| | | Ib, €, | [5 c] 
„bc, = Zä +a, 
| |, e, | el b. с, | 
ш.б. e 
afo e aif 
E rese Duo ee a KE EC 
| T „ 4 e d, — di bs с, d, Tad e d — 4, 0 e dj 
ü, % €, d; 
ND T bc, d. re d Йй ed 6, 0 @, 
a, D, c, dj | bs с, d, | |5 | Kr ER „ 


З. Lehrsatz. Wenn ag den Coefficienten des Ele- 
ments aj; in der Determinante R bedeutet, mithin 
ак , das Aggregat der Glieder von R, welche das 
Elemento enthalten, so haben die Summen 

ай Gin T % %, H. + dy Tns 

а agp + yj yp T E OR Auk 
den Werth R oder 0, je nachdem die Numern i und 
gleich oder ungleich sind. Die Determinanteist eine 
homogene lineare Function der Elemente, welche in 
einer Reihe stehn*). 

Beweis. Jedes Glied von R enthält je eines der Elemente 

Qu Щу en 
welche die де Zeile ausmachen. Nach der Voraussetzung ist 
oa on das Aggregat der Glieder von R, welche das Element ад 
enthalten, u. s. w. Daher 


Roc oda gn T ate d E. + i Oé 
Auf demselben Wege findet man die Identität 
Пааа + Иа 


Setzt man hierin 

ga = Ору Aa = dz . oder a; = rt, fat = а. 
so erhält man Summen, welche den Determinanten von Syste- 
men gleichgelten, in denen die Elemente einer Reihe den Elemen- 
ten einer parallelen Reihe einzeln gleich sind. Diese Determi- 
nanten verschwinden identisch ($. 2, 4). 


4. Um eine Determinante mit einem Factor zu multipliciren, 
hat man alle Elemente einer Reihe mit demselben zu multiplici- 


*) Cramer l. с. Carcuy l. с. p. 66. Јлсові Det. 6. Die aus diesem Satze 
für n = 3 enispringenden Identitäten finden sich bei LacmaNcE sur les 
руг. 7. (Mém. de l'acad. de Berlin 4773). 
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ren. Den gemeinschaftlichen Factor aller Elemente einer Reihe 
kann man vor die Determinante setzen. Z. B. 


а Ше ра be pa pb pe | 
au en c. Ems Hag. ds Gr VES ш Лү 
п, ШО pa, b, c, (p Ur, с, 


Diess ergiebt sich, wenn die Determinante unter der Form 
ua +a +39, oder аа-+%8-Есу vorgestellt wird. Ferner ist 


abe ш бг 
la b | cB b 
— = К, ПОЛЕТ Е A 
|a, b, | a b | 
С Кой с, 
abe In OR 
| 
ИВ eE а ДН с=п 
abe, “Лл б 


Wenn die Elemente einer Colonne (Zeile) des Systems sich zu 
einander verhalten, wie die Elemente einer andern Colonne 
(Zeile), so verschwindet die Determinante identisch. 

9. Sind alle Elemente einer Reihe Aggregate von m Gliedern, 
so lässt sich die Determinante in das Aggregat von m Determinan- 
ten auflósen. Wenn 

go =p + +7 + 
а = р + tr 


so ist 
Mes d 


= Pi Go E D 1%: T.. + Pa Gin 


а "ao + 49 + 4% 9j 


cd, a + % %% .. + Qa Fin 
Hr odo T. oko. + Ty 0j 
du 


Die einzelnen Determinanten, in welche R sich zerlegen lässt, 
entspringen aus R, indem an die Stelle der Elemente 

Hä Ge o... flin 
die Glieder derselben 

D Р, а P, 

Mi 92 ec An 

Fas En 


u. 5. уу. der Reihe nach gesetzt werden. Z. B. 


9 


6 ＋ a“ а, d, айа а, | а а а, 
t 

b+b bu b. bb t „ r о, 

€ C ер 16. EC GO. | de i 
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Ша аа үш Жш ue 
| b WW = | 0 b' wje | bow A 
e e eil (ый e ke Co or 


6. Der Werth einer Determinante wird nicht verändert, 
wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einem belie- 
bigen gemeinschaftlichen Factor multiplicirten Elemente einer 
parallelen Reihe addirt") 

3 | bbe 
la tph b, e 


= |а b, e, 
| a, + pb, b, с, 


+p bh фу с, 

Um (en 
(vergl. 3. u. 2.), wovon die zweite Determinante identisch ver- 
schwindet (5. 9, 4). 


а. he 


Beispiele. Jg wm о 
4 т—а qy,—b|-|1! m, A 
1 2,-a „ob „ GM MES 
1 a —a 0-0 ia b 
20-а y—b: Я 
= М v—a g —6|— |! x y | (verel. $. 2, 6.) 
ЕБ y,—b; 
4 т-а y,—b TET 
то 0 | Ji =z K 
ar a e Я | | 
* 1 a+z „ a 
lb+x b +r ; y | | 
UNE EE E 4. d у 
$ 4 4 | 
la ail 
=| | =2[1 a a' 
LSW 
IE 


КЕЕ mp —9 

4 —4 Al m о 2 

т 2027 m Ww d = 
Wenn man in der Determinante nten Grades 


Lunas 
Je 1 ibn, 
IM 2-956, 


| n 


die nte Colonne mil % 1 mulliplicirt und dann von dieser Co- 
lonne die mit % multiplieirte vorhergehende Colonne subtrahirt ; 
wenn man auf dieselbe Weise die (n—tite, . 
formirt, so findet man 


. Colonne trans 


* Jacorı Crelle J. 22 p. 374. 
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Га d, — . % 7, 0, — % а | 
b, ab, — ab, s. en Ün — d bni 
Ini 0,., ма 
€ de — mer. Ay 6, дһ % 


und daher die Determinante (n- A) ten Grades 


ab, = ab, — . a, 1 mas, s 


| 
| 
ae — аб, .. Uu. en EE 
| 
[| 


ма, а= 

Wenn die Elemente ganze Zahlen sind, so kann die Deter- 

minante ohne Multiplication redueirt werden, indem man einzelne 

Reihen durch Verbindung mit parallelen Reihen transformirt , bis 
dass ein Element Ж 1 geworden ist“). 


|48 28 5 UL Co Fr шу, 
|9 5 19.9 5 66 434 209 
n ee 


Von der Iten Zeile wurde die 3te Zeite 3fach subtrahirt, zur 
2ten und ten Colonne wurde die Ite Colonne fach und 22 fach 
addirt. 


Die Determinante 


| "umb е Та 
| ba dc 
| c d a 5b 
| 


e а 


ist durch араса, M= ed, a—b+c—d, a4-b—c—d 
theilbar, also auch durch das Product dieser Factoren. Der 
Quotient ist 1. 


Die Determinante 


lu a a” ar + ау + az oi а" | 
1 

lo v Vim | bx буа e e , 

Кое" Ga червь , e e | 


verschwindet, wenn c, y, s von Null verschiedene Werthe 
haben, für welche zugleich 
ат + ау + a = 0 
be + b'y + Alz 
Gr ＋ % ＋ % = 0. 


li 
e 


) Vergl. Krosecker Berl. Monatsbericht 4866 p. 609 
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7. Wenn man 


UN. b(b—1) . D 
(le d gm 


setzt, so ist 

(erh ferm+t\ 
KEE We 
Goar (c+m+2) 


А ferzm\ 
weg 
Denn zufolge der Identität 


en n 


кут. 


f c4- 9m A AN 


erhält man nach Verminderung jeder Zeile um die vorhergehende 


E (ctm (c m AY 
Е ВО y 


(b — +1) 
k 
(tu | 
„ en 
( £x 2m 
m A = | 
| 
Ji e ү 
ehai) 
А д1 
dar | 
m 
ке 
\ m-i j 


ee 
0 1 
k= 1 
pte. 

1 


0 1 


e+3m—2 | 
— 4 i 


Vollzieht man dieselbe Operation an den letzten m— , m—2, 
Zeilen, so werden alle Elemente der Diagonale 1, während alle 


Elemente einerseits der Diagonale verschwinden. 


Н = 1, unabhängig von c und m. 


Daher ist 


8. Multiplieirt man in der Determinante (die leeren Stellen 
des Systems enthalten verschwindende Elemente) 


| Ge b, 
o —b, 6, 
а, —b bh 
l. 4 — 1 
| [um 


die Zeilen der Reihe nach mit ba, h,,. 


zu jeder Zeile die folgenden Zeilen, 


Í 


Em ! 


Hær 


„ bps und addirt dann 
so erhält man eine Deter 


minante, die sich auf ihr Anfangsglied reducirt, nämlich 


B bb, . b, 


Baltzer, Determ. 3. Aufl. 


-% debe 
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2 
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Daher ist 


В = (—1)" (aba +.. +90) biba .. 0, 71. 

9. Wenn die Elemente aj; und az, gleich sind, und jedes 

in der Diagonale stehende Element aj; der Summe der mit ihm 
in einer Reihe stehenden Elemente entgegengesetzt gleich ist, so 
verschwindet die Determinante FE a, .. Gun: und alle Ele- 


mente haben in der Determinante gleiche Coefficienten **). 


Beweis. Alle Elemente einer Zeile von 


4 op 


| ам ан 4 | 
verschwinden zufolge der Voraussetzung, wenn man zu derselben 
Zeile alle übrigen Zeilen des Systems addirt. Also verschwindet 
die Determinante. 


Wenn man in dem Coefficienten von абу 


Ein me e im 


4 = Е | 
| ад. Ona 
zur йеп Zeile die übrigen Zeilen addirt, so kommen in die йе 


Zeile die Elemente 
ee 
Addirt man nun zur Меп Colonne die übrigen Colonnen, so erhält 
man in der kten Colonne die Elemente 
— а, ц. OM эзш," | Кыра: 
Indem man noch die transformirten Reihen voranstellt, findet 
man 


Dog 40% — 1 Чы, -> Gen 


е | 4 — 15,0 
4 = (—1)5** i = dix 
Miro 


f, 


10. Die aus n — 1 Grössen gebildete Determinante nten 
Grades 


*) HERMITE Liouv. J. 44 p. 26. 
**| Boncuanpr Berl. Monatsbericht 1859 p. 380 und Crelle J. 57 p. 444. 
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Au-ı an 4 0 
bleibt unverändert, wenn an die Stelle der Grössen die Anfangs- 
glieder ihrer Differenzen-Reihen gesetzt werden *). 


Beweis. Man bilde aus der Reihe der gegebenen Grössen 
die Reihen ihrer ersten, zweiten, .. Differenzen, indem man 
jedes Glied von dem folgenden subtrahirt : 

a dm fa, Wera, Ва, 
WO л "att E 

"cs 

з Bä 


4 


e 


4 


Subtrahirt man nun in P von der nten, (п —– (еп, . . Colonne 
die jedesmal vorhergehende, so erhält man 


| 
а, A DEn, SL 
, E 
Р Zi: “аз uL. 
^ 
| Gua fma -. his 


Indem man dieselbe Operation wiederholt an den neuen Colonnen 
vollzieht, findet man 


| a, ER 4f, —MÁ— 
Pa | a, An SL в. Е t 
| Ii n Жл DEED 


Führt man die angegebene Reihe von Operationen auch an den 
Zeilen der zuletzt gefundenen Determinante aus, so erhält man 


а, AA, Ayzı 
ms 9n! n я, 
3» — Ay, Ayzı Go Any 


was zu beweisen war. 


* H Hanser über eine besondre Classe der symmelrischen Deter- 
minanten. Göttingen 1861. Das System a,,.. % heisst symmetrisch, 
wenn aj, = ug. Das obige besondre System ist von SYLVESTER persym- 
metrisch, von HAnkeL orthosymmetrisch genannt worden. 

9 ж 
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Ist insbesondre or. eine ganze Function mten Grades von , 
so bilden wie bekannt die Grössen ou, gu, a5, .. eine arith- 
metische Progression mter Ordnung, und die Glieder ihrer mten 
Differenzen Reihe haben den gemeinschaftlichen Werth 2. 
z1.9...m, weshalb Z,,,4, 4545, verschwinden. Wenn 
nun n — 1 =m, so wird $. 2, 7) 


mim 4-1) 
Р = Lil 2 (N 


während P verschwindet, wenn n — 1 <m. In beiden Fällen 
können statt der Grössen «y, п, a5, .. auch die Grössen aj, 
Qipi, 9449) gesetzt werden. 


Wenn z. B. c eine beliebige Zahl ist und 


(erben) _ e+k+m)ictk+m—1).. (съл 


mos m j aaa. m 
so hat man 

f c- m (run Kescht ' 
X map ape М5 . 

` C4 m4 AY | m (m ＋ i) 

Р = m 7 moo 

CSN e Bann | 
NS т 24 И d Ao m 4 


11. Wenn man aus R = Жау... gan und S = FE E bi -bnn 
neue Determinanten ableitet, nämlich 4% aus R dadurch, dass 
man die ge Colonne von R durch die Ме von S ersetzt, und нь 
aus S dadurch, dass man die hte Colonne von S durch die Ate 
Colonne von 71 ersetzt, so hat die Summe 


ln Uig + li S E + fen Unh 
den Werth RS oder 0, je nachdem i = k oder nicht). 


Beweis. Bezeichnet man die Coefficienten der Elemente а, 
und bj, in R und S durch a und Ge, so hat man (3) 


*) Dieser Satz ist in einem allgemeinen Satz enthalten, der von Svr.- 
VESTER (s. unten $. 4, 40) herrührt. Den hier mitgetheilten Beweis hal 
Brıoschi Det. (39) gegeben. Die einfachsten Fälle des Satzes kommen bei 
BEzovr (équat. algebr. 1779 f. 220) vor. Die entsprechenden geometrischen 
Sätze (vergl. unten $. 15) hat Момсе 1809 abgeleitet (Journ. de l'éc. polyt, 
Cah 15 p. 68) und auf anderm Wege Mónivs (baryc. Calc. $. 166 u. 474 
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tn Ai 


i lin = bin ait .. ＋ bun Au 
folglich 
la бу .. +% Fin = d s 


la Pm .. + lin Bun = ani S 
folglich 


tn ( En Ho + ак ды) . + lin (au Pin + .. + алу Hun) 
= (e ce + auk An S. 


Nun ist ty fu He ＋ %% Вы = шүр, u. S. W. 


Beispiele Schreibt man zur Abkürzung 


ab} (abe) (abed) 
Statt к 
a c a| 
а E DERN | * dm di 0 en d; 
| a, hl | D 24 | NU e, Or 
(n INT Ch 
Lët, Apr aur d 


so erhält man 
be) (ad) + (ca) (bd) + (ab) (d) = 0 
(bede)(aef) — (eda)(bef) + (dab) (cef) — (афс) (def) = 0 
!bede) (afyh) + (cdea) (bfgh) + (deab) (cfgh) 
+ (eabc) (dfgh) + (абса) tefgh) = 0 u. s. W. 


12. Bestimmung von «y durch Differentiation. 
Wenn die Elemente des Systems von einander unabhängig 
sind, so kommt bei der Differentiation von R (1) in Bezug auf 
%% nur das Aggregat Qip Ajip in Betracht. Nun ist % von dj 
unabhängig, folglich kann der Coefficient von aj, in R durch den 
partialen Differentialquotienten 


ausgedrückt werden *). 

Der Coefficient von aj; Ges in R erscheint als Coefficient 
von ds in aj, und kann demnach durch Differentiation von oc 
nach dis gefunden, mithin durch 

ÒR 
дад Sar, 


*) Jacosı Det. 6. 10. 
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H 


ausgedrückt werden. Aus diesem Coefficienten lässt sich der 
Coefficient von «pis in R ableiten, wenn man / und r, d. h. 
die ite Zeile des gegebenen Systems mit der rien vertauscht. 
Dabei erleidet R einen Zeichenwechsel, also ist der gesuchte 
Coefficient 
en dR 
дад da, daz Ju, 


Analog lässt sich der Coefficient von dj; gas % in R be- 
stimmen. Man findet dabei Relationen zwischen den dritten par- 
Halen Diflerentialquotienten von R u. s. W. 


13. Sind die Elemente des Systems, welche dieselben 
Numern in umgekehrter Ordnung haben, z. B. get und «,;, von 
einander abhängig, so sind auch die Determinanten ten Grades 


Gr Qis Gg. | | Gri dog Gy. | 
m Cie Men Каш. | Deg C Gs - 
ч, а» аң - Му» US | 


"cdi E e | 

deren eine aus der andern dadurch entsteht, dass die Reihe der 
ersten Numern mit der Reihe der zweiten Numern vertauscht 
wird, von einander abhängig. 


J. Wenn insbesondere пу, = ёр, wobei = entweder 1 oder 
— bedeutet, und in dem zweiten Falle die Elemente аур, 32, .. 
als verschwindend vorausgesetzt werden, so erhält man durch 
Multiplication jeder Colonne mit € 


| ari а d айы Gut An | 
атр = Ark % Ak . = Zar Ah ад - D? 
а y аң. а Gik аң 


ie: 


Ist die Reihe r,s,/,.. eine Permutation der Reihe 1,4, , 


und €= — 1, m ungerade, so ist О nicht nur = P (5. 2, 4), 
sondern auch — — P, d. h. die Determinante verschwindet 


identisch. 


П. Wenn die Elemente der Diagonale үү, d25,.. real, did 
andern aber complex und paarweise aj, und ag; conjugirt sind, 
so hat die Determinante R = X + а. dnn einen realen Werth“), 


*) HERNMTE Comptes rendus 41 p. 181. Crelle J. 52 p. 40. 
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während die Elemente aj; und or in А conjugirte complexe 
Coefficienten a und or: besitzen. 

Vertauscht man nämlich in den complexen Elementen y —1 
mit — V —1, so geht aj, in aj; über, und die Zeilen des gege- 
benen Systems werden die Colonnen des neuen Systems. Dem- 
nach bleibt die Determinante R unverändert ($. 2, 3), also kann 
sie nicht complex sein. Dagegen geht aj; in az; über, so dass 
beide conjugirt complexe Werthe haben. 


14. Wenn R wie oben die Determinante STG. % und 
ок den Coefficienten von «jj in R bedeutet, so ist unter der 
Voraussetzung ар; = aj, 


TA NM OO _ дА 
4 jk == Bn = E бар, , ек e day; e 
Dagegen ist unter der Voraussetzung aj; = — aj, und % = 0 
B = (-- , at = (— %% — À 
d. h. bei geradem n 
4 Ap 
n Өз —ец- <= aj 0 


2 da," 
und bei ungeradem n 
[ie (D eg gek cm AK 

Beweis. Die über H und aj, aufgestellten Behauptungen 
folgen aus den im vorigen Artikel gefundenen Eigenschaften 
von P und Q (vergl. I). Ferner ist wegen des Zusammenhangs 
zwischen den correspondirenden Elementen aj, und ау; (12) 

ÒR dag, 

Baa „ h бад 4 Забо 
Nach der ersten Voraussetzung ist aber a, == gut, folglich 


OR 


— = 24 
да; e 


Gemäss der zweiten Voraussetzung und bei geradem n ist 
— Ay = о, mithin 

ÒR 

"uc. Чт алак. 

Le 

e ÒR , 5 A 
Bei ungeradem 2 verschwindet 17755 identisch, wie R selbst, 
| | ik 

und die Gleichung 


*) Jacosı Crelle J. 12 p. 20. 
**) Jacost Crelle J. 2 p. 354. 
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Pa 


§ 3, . 


ÒR 
а pM ki 


giebt das bereits erhaltene Resultat aj; = A, 


15. Differential einer Determinante, Wenn alle 
Elemente des Systems als von einander unabhüngige Variable 
betrachtet werden, so ist vermöge der Gleichung (12) 

ÒR 
дад Kit 
das vollständige Differential“) 


dk = G бк Чаш = Z oa da; +.. ké äi dag, 
1Ё П i 


| dan 412 Dua y das а 


ing ue diy s | | (Do ба ал, | 
eine Summe von н? Gliedern, die man aus aj; daz ableitet, 
indem man für € und / alle Numern von I bis n setzt, oder von 
n Determinanten, die man aus R ableitet, indem man die Elemente 


jeeiner unter den parallelen Reihen durch deren Differentiale ersetzt. 


Q a b c 
t b ^ 28 d. Wo 
0 b эс i 
ÒR ÒR да, ÒR ða, 
да da, da = da,, да äu "SE 
àR ÒR да, DR Ona AR ба, йн da, 
a" dan дь da, Bb да, b Ha,, Ab 


= 2% + 2% +4, F äu 


Beispiele, a 20 c N 


aber + ®, + 2% + 22, 


= Gs T au- 


OR 
да 
Wenn man durch y, , y2, . . gegebene Functionen von ꝙ und 


durch ½% den bten Differentialquotienten von y; bezeichnet, so 
verschwindet die Determinante неп Grades 


H Yu c Fai | 


Yn Ут -> Ynn-ıl 


*) Jacosı Det. 6 
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wenn die Elemente einer von den ersten n—1 Golonnen durch 
ihre Differentialquotienten ersetzt werden. Also ist“) 


ap | Ki Vu . Yına Vin | 


dr | | 
Yn Ym -- Ута— Yan | 
Sind /, fa, - n von einander unabhängig, und 
Mig Gar EH 
| 4 RECON Т 
В, = | 
1 і» 25 la Zu 
so findet тап 
0.41. ah. ala) dtc 
Ое sh, LE GT 
Ai, 
1 la 105 KZ fan 
0 я 24 . . (n—d)t" 77 
d'=! д, — 
di, .. n 0 1 go um (n—1)t, AN 
| 1 t 975 SC Ve 2 


lh, cutn Re 
Ebenso ergiebt sich 


Fee, 
A CH, ^ П 1, : 


: / e 
1 


E) =j 


| 1 i, m D om 


? г. ? M [LS 
DT f i? = ГА) N 8 (= sl 


| _ f d fi) Se H Tu em (—1)6? 7? fit) enc o | 


Eur AIC СО boe I e | 


16. Bezeichnet man die Determinante Жау... a, 
durch R, und den Coefficienten des Elements aj; in R durch 


"jy, So giebt die Entwickelung der Determinante 
(n24- Y) ten Grades 


S = 2 & d б... % 


*) ABEL Crelle J. 2 p. 22. Млімзтем Crelle J. 39 p. 9. 
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nach den Elementen, welche mit «yy in derselben 
Zeile und Colonne stehn *) 


22 amm | 
S= а, H A Qio Сак Tik 


Die Glieder der Summe werden dargestellt, indem man für ; und 
k alle Numeru bis n ausser 0 setzt. 


Beweis. Die Glieder der Determinante S enthalten entweder 
das Element ag oder das Product eines der Elemente dio, do, . 
mit einem der Elemente ag. *95,.. Z. B. on gar, Das Aggregat 
der Glieder von S, in denen ay, vorkommt, ist ag R (1). Der 
Coefficient des Products q «9; in S ist dem Coefficienten von 
40 @ in S entgegengesetzt gleich (12), mithin dem Coefficienten 
von gt in R entgegengesetzt gleich. Daher ist — , der Coefli- 
cient von aj, at in S. 


Beispiel. 
S d с uil 
RE | 0 0 
=a—bb' — cc’ — dd’. 
€ 4 0 
d' 0 0 4 


17. Ist das System der Elemente symmetrisch, so dass 
ou = aj, und folglich a, = gut (13), so sind die Glieder der 
Summe (16), welche aus zwei verschiedenen Werthen von ¿ und 
k entspringen , einander gleich. 


Beispiele, 
02 | 
| ba 0, be | = 00,0, ah — a,b, — abu! 20100212 . 


|a bu % De 


л be xn 
Л, UA | 
= a(2,0,a, — Aba — a,b,,* — a,b, + 2012013525) 
— b, (0,0, — 6,32) Ba (a.a, Dua) — % %, — Duell 
+ 25,15, (43012 — 613028] + 25, Bas (02513 — 612023] + 25200 (0,0, — 512013 


*) Cauca J. de Гес. polyt. Cah, 17 p. 69. 
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Insbesondere ist 


0 a b 
e 
b E 0 


! | = aa? + 6701 ＋ ce” — Zaa,bb, — 2aa,ce, — 2bb,cc, 


i = (na, + bb, — сс)? — kaa,bb, 


= —-(Vaa, + V bh, + Vec) (— V aa, + V bb, + V ce) 


x iV aa, — V bb, + Vce) (Vaa, + bb. — Keel, 


LL. 2 
s c la о 4 4 
(eo a| = |o co 
Hg een 


= а? ＋ b’? + c ab — Зас — 2bc = (a+ b — c)? — 4a 


=—(yarybryg(-ya+sybryeliya—-ydb+yelyaryb-ye). 


6. 4. Zerlegung einer Determinante nach partialen 
Determinanten. 


1. Wenn man aus dem gegebenen System von л? Ele- 


menten 
Kit N Ain 


Gn 9.8 Ann 
beliebig m Zeilen auswählt, deren Numern durch f, 9, h, .. be- 
zeichnet werden, und von diesen Zeilen т Colonnen behält, 
deren Numern r, s, (,.. sind, so heisst die Determinante mten 
Grades 


anr Ahs Ahe 


eine partiale Determinante“) des gegebenen Systems. 


*) Jacos: Crelle J. 27 p. 206. 30 p. 436. Von gleicher Bedeutung ist 
Dét. dun système dérivé bei Caucuy J. de léc. polyt. Cah. 47 
p 96, Minor determinant bei den englischen, Unterdetermi- 
nante (Subdeterminante) bei den deutschen Mathematikern, 
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Die partiale Determinante P ist der gemeinschaftliche Divi- 
sor derjenigen Glieder der Determinante R =F E u.. an? 
welehe dadurch entstehen, dass von den ersten Numern 
f, 9, h,.. ihre Plätze behalten und die übrigen nm unter 
einander auf alle Arten vertauscht werden; oder dadurch, dass 
von den zweiten Numern r, 5, f, .. ihre Plätze behalten und 
die übrigen vertauscht werden. Daher ist der Coefficient О, 
welchen P in R hat, eine partiale Determinante (n—m)ten 
Grades, welche sich wie folgt angeben lässt. Sind 

DI ue oA 
MS mum s AREE 
Permutationen von I, 2,..,n, so ist 
2 Ka, a, a 4% Bug wur SER, 


wobei e den Werth I oder — f hat, je nachdem die Permuta- 
tionen in eine Classe gehören oder nicht ($. 2, 4). Nun hat P in 
elt denselben Coefficienten, als das Product ау, aj, gar... folg- 
lich ist 

OS EË а ayo ау... 

Die Determinante Д geht in Q über, wenn die Elemente 
a, doe: Gat- den Werth | erhalten, während die übrigen Ele- 
mente, welche mit den genannten je in einer Zeile oder in einer 
Colonne stehn, verschwinden *). 

Unter der Voraussetzung von einander unabhängiger Ele- 
mente hat man ($. 3, 12) 

n 
pu 
a, Ja, дар .. 

2. Die Glieder der Determinante А enthalten von den Ele- 
тетеп der Diagonale entweder keines, oder 1 , oder 2,.., oder 
alle n. Bildet man die Coefficienten, welche a, a; agg, 
ge agg dh,. in R haben, und bezeichnet man die Werthe, 
welche R und diese partialen Determinanten annehmen, wenn 
alle Elemente der Diagonale 411, 855, .., Gen durch Nullen ersetzt 
werden, durch D, Dj, De, Рр .., so hat man 


R= р + Ха D, + Хаа Dj +.. + а dan 


Die Glieder der einzelnen Summen werden erhalten, wenn man 


*) Daher heissen die partialen Determinanten Р und Q comple- 
mentär bei CAuchy J. c. 
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für f alle Numern 1, 2,..,n, für / alle Binionen derselben, für 
fgh alle Ternionen derselben u. s. w. setzt"). 


Beweis. Die Glieder von R, welche keines der Elemente 
115 Чо», -+3 Gen enthalten, stimmen mit den Gliedern von P 
überein. Aus dem Aggregat der Glieder von R, welche das Pro- 
duct von m bestimmten Elementen der Diagonale ар goe 055 . - 
enthalten, entspringt das Aggregat der Glieder von R, welche 
ausser jenen Elementen kein andres Element der Diagonale ent- 
halten, indem man die übrigen Elemente der Diagonale durch 
Nullen ersetzt. Also wird dieses Aggregat durch 


йуу geg . Hee 
ausgedrückt. Die Summe dieser auf alle möglichen Arten gebil- 
deten Aggregate umfasst alle Glieder der Determinante R. 


Anmerkung. Die Anzahl der Glieder von R, welche k 
oder mehr Elemente der Diagonale enthalten, wird durch 


n ee an) 

xk = (i)e-* Sep 
ausgedrückt, wenn aus n Elementen & auf б) Arten gewählt 
werden können, und wenn es von m Elementen m! Permu- 
tationen giebt. Dabei hat man x(0) = n! und x(n) = 1. Dem- 


nach werden die Anzahlen der Glieder von R, welche n—1, 
п—9, п—3,.. Elemente der Diagonale enthalten, durch 

An-) — у(т 

4m -—2) — zn) + xin) 

Xn—3) — y(n—3) + z(n—1!) — x(n) 
u. S. w. ausgedrückt, und die Anzahl der Glieder von R, welche 
keines von allen Elementen der Diagonale enthalten, d. i. die An- 
zahl der Glieder von D beträgt 


(n) = Ai — x) + x2) — . + (—1)" 


| Г r M (—4)* 
CH ment. п! 
Daher ist 


4 wem (AR EA 
Wintti) = (841)! © -f+ ect үк 


= (n+) y(n) + (—1) +? 


*) Caxrevx Crelle J. 38 p. 93. 
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also (1) 0, %%) = 1, 103) = 9, w(1) = 9, yi) = ir, 


u. s. w. Zufolge des obigen Satzes hat man 


n! = il + (0 y(n —1) + 0 (0—9) X + e.) wis) + 1 


3. Die Entwickelung der Determinante 


а. ＋ 2 d, s Gy 
703): 421 аа +25 .. A 
am ад 4% ＋ 5 | 


nach Potenzen von z giebt 


R, ＋ 2 2 H, + ZR 2 1. +" TIER ＋ 5", 
wo 


аң айд. | 


„= ра аш. | 


eine partiale Determinante mien Grades ist, deren Diagonale aus 
Elementen der Diagonale von R, besteht, und SR, die Summe 
der Determinanten bedeutet, welche aus R, entspringen, indem 
für 7, K, .. alle verschiedenen Combinationen von je m aus der 
Reihe 1, 2,.., n gesetzt werden“). 

Beweis. Die Uebereinstinmung des ersten Gliedes R, mit 
f(0) und die Richtigkeit des letzten Gliedes z" ist unmittelbar 
wahrzunehmen. Die Glieder der Entwickelung, welche 3“ ent- 
halten, enispringen aus den Gliedern der Determinante f(z), 
worin irgend welche m Elemente der Diagonale vorkommen. 
Bedeutet nun „ K, .. irgend eine (aufsteigend geordnete) Com- 
bination von m Numern der Reihe 1, 2, . u und r, s,.. die Reihe 
der übrigen Numern, so ist ($. 2, 4) 


4% + с 0 Ha ау, 
ал, йкк+% .. ак, aks 
| 
Tal = | 
| 4 KI? D 005 EZ Ga 
KÉ Hat D 005. üss + 3 


Aus dieser Form von f(z) erkennt man (1), dass die Entwicke- 
lung des Produets 


*) Jacosı Crelle J. 19 p. 45. 
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| aki а ES. йз, ass ＋ 2 


einen Theil der gesuchten Entwickelung von der Determinante 
f(z) bildet. Die Entwickelung des ersten Faetors nach Potenzen 
von z schliesst mit 3%, die des zweiten Factors beginnt mit 

| 27 ars | 


| 4% üss | 


Baher ist 
юы Mrs 


m 
z Asy Ass - 


die allgemeine Formel für ein Glied von f(z), in welchem z^" 
vorkommt. Indem man für г, K, .. alle möglichen Combinationen 
von je m Numern aus der Reihe 1, 2,..,#, folglich für r, s,.. 
alle möglichen Combinationen von je n—m aus derselben Reihe 
setzt, erhält man alle Glieder von f(z), in denen der Factor z^ 
anzutreffen ist. 


Anmerkung. Die analoge Entwickelung von 


| a—u b 8 | 


ergiebt 
44 un — w'B' — шу" + u'ua + un + uu'c" — uu'u" 


wenn 


m 5 rg | 
“== EU ш 
| а” b" е" | 
und а, 6˙ y” die Coefficienten der Elemente a, A. c" in 4 be- 
deuten. Unter den Voraussetzungen 
u = U bre, и = Ott, u" = a" b“ ＋ с" 
verschwindet U ($. 3, 4) und man hat 
Л = uwy” — wua — ми" — ише" + иа + uh + uy" 
= uu'u" 2 u'ul'b — uu" KE wa" + ug du u'y' 4 u"a" 
= uu'w" — u'u"c — шиа! — ии!" + uy + wa + ug 
nach cyclischer Vertauschung der Colonnen, bei welcher 4 das 
Zeichen nieht wechselt (S. 1, 5). Daher ist 
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21 ў а b! ca T N EN y" 
wu „ u u u wu ши" ии! 


wovon die 3 letzten Glieder wiederum zerlegt werden können *). 


4. Die Determinante nten Grades R = TGA dnn kann 
in eine Summe von 
Gi " n(n—1) .. (n—m-1) Epe 
m) e , 
Producten je einer partialen Determinante nuten Grades und einer 
zugehörigen partialen Determinante (n—m)ten Grades zerlegt 
werden. 

Aus den Numern 1,2,..,n, durch deren Permutationen die 
Glieder der Determinante R entstehn, wähle man m verschiedene 
z.B. f, 9, A,.. und bilde die partiale Determinante mten 
Grades 

P = EÈ gn Ges a 
Werden die übrigen Numern durch r, 5, .. bezeichnet, so hat 
P in 
К = У + ал @ its Armi smer Cms c 
zum Coefficienten die partiale Determinante (n—m)ten Grades 


— € 
О= 2 K а. 48% ＋ 2 Ütm s >» 


wenn e den Werth I oder —1 hat, je nachdem die Reihen 
, 9, h. . . v, s, f.. und I, 2,.., n in dieselbe Classe der Per- 
mutationen gehóren oder nicht. Dann ist 
In = ex ng) 

eine Summe von % Gliedern, welche dadurch gebildet werden, 
dass man für f, 9, h, . alle Combinationen von m verschiedenen 
Numern der Reihe 1, 2, .., u, für r, s, f, .. die jedesmal übrigen 
Numern setzt, und e auf die angegebene Art bestimmt“). 


Beweis. Ein Product wie PQ enthält diejenigen Glieder 
von R, welche aus dem Anfangsglied aj, .. Gen dadurch ent- 
Stehn, dass man von den beweglichen Numern m in eine Gruppe, 
die übrigen in eine zweite Gruppe vereinigt, und die Numern 
der einzelnen Gruppen permutirt. Wenn man die einzelnen 
Gruppen auf alle möglichen Arten bildet und dabei die Numern 
der Gruppen permutirt, so erhält man alle Permutationen der 


*) Vergl. Jacost Crelle J. 5 р. 350. 
**) VANDERMONDE l. c. p. 524 und LAPLACE l. е. p. 294. Jacosi Del. 8. 
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m beweglichen Numern. Also umfasst die angegebene Summe 
von Producten alle Glieder von R. 

Das Product РО hat 1. 2. . т. 1. 2. . (n—m) Glieder; in der 
That hat die Summe aller Producte zemal so viel d. i. . 2. n 
Glieder. 


Beispiel. 
а бес a 
в, b e d, 
OS a ie Бо 
an a T] 
el AU e 
a, b, €, d, | | a, 0, | [е d, | а, б, €, d, | 
= а, b | c d a, b, са | a,b, | c d 
GR | + в 
Са te lle di aa rei 


Die Zerlegung einer Determinante nten Grades in eine 
Summe von Producten aus partialen Determinanten 2ten und 
(и —2jten Grades findet man ausführlich behandelt bei Jacosı 
Det. 9 u. 10. 


9. Die Determinante R kann auch in eine Summe von Pro- 
ducten aus mehr als je zwei partialen Determinanten zerlegt 


werden. 
Man wähle aus den beweglichen Numern 1,2,..,n zuerst 
az. B. f. 9, ^, dann aus den übrigen Numern B 2. B. „, % , 


dann aus den übrigen y z. B. ½ w, b,. . . „ u. s. f. so dass a+ß 
+y+..=n; und bilde nun die partialen Determinanten aten, 
fen, ylen,.. Grades 
A = & a ара .. 
В= Ж 4% ＋ 1 4% ＋ 2 fruta 
С= 2 + tutti luate: atit- 
u. s. W. Dann ist А = ABC.. die Summe von 


Int" Ee en 
Мох e DENE: TION LE EE 


Gliedern, welche entstehn, indem man A, B, €, .. auf alle mög- 
lichen Arten bildet. Dabei bedeutet e die positive oder negative 
Einheit, je nachdem die Reihe AA 


hD 2 F 
Baltzer, Determ. 3. Aufl. 3 
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eine Permutation der ersten oder der zweiten Classe von 
ila emp. e . 

6. Wenn die Elemente des Systems verschwinden, welche 
m Colonnen mit n—m Zeilen gemein haben, so reducirt sich die 
Determinante auf das Product einer Determinante mten Grades 
mit einer Determinante = ten Grades“). 


а s Gm 4% 4 1 DEN LT 
а, aim | antimia `: mean 
am -> Gmm Amg +i -e Omu p 
W EU Du A uma c0 Du e 1% | 
üm ` Unm Anm +1 Dun 
* 
QU - 0 nmt -> Onn 


Wenn die Elemente verschwinden, welche m Colonnen mit 
mehr als n—m Zeilen gemein haben, so verschwindet die Deter- 
minante identisch. 


9, е Qim amta -> Gin | 
4% oaa +: An un Am 1% а — у 
0 SE 9 ammen ` ` Omu = 0. 
0 20 8, uai %, 


Beweis. Zerlegt man die gegebene Determinante in eine 
Summe von Producten aus partialen Determinanten ten und 
(n—m)ten Grades dergestalt, dass die Elemente der Determinan- 
ten mien Grades aus den oben erwähnten m Colonnen, die Ele- 
mente der Determinanten (= ten Grades aus den übrigen 
Colonnen des Systems gewählt werden (4), so ist unter den zu 
bildenden Determinanten mten Grades in dem ersten Falle nur 
eine, in dem zweiten Falle keine von Null verschieden. 


Beispiel. 

a Bra d | T4, а,+а, a,+a, a,+a, | 
„ „ LX | пъ, ` eb," Norah, 
Daat Ж h b, b, b, bi 
б Шау ар que | a, а, в, pu | 


*) Dieser allgemeine Satz heisst der LA PLACE Sche Determinan- 
tenss tz. Vergl. die vorigen Citate. 
**) Jacosı Det. 5. 
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HI 


a,+4, а,+а, 0 0 | 
btb, +, ОШ 2 0 

b, Ж Wi, ie), 

| а, quu uq 


| mtu, dta ü,—, „=й, 


btb, btb, , 0, b, =, 


7. Um die Determinante (m-+n)ten Grades 


| а, © бут ец Sa ĉin 
ü mi Et Unm Emi Emn 
0 аф bu T1» 
R= 
0 з g bim bnm 
4 4 1,1 amnem mi n 
Lm D Ват е. — Cnn 


deren Elemente ei: . . enn se angenommen werden, dass ej; den 
Werth I oder 0 hat, je nachdem 2 und & gleich oder ungleich 
sind, zu entwickeln, bilde man aus den ersten m Colonnen 
eine beliebige nicht verschwindende partiale Determinante mten 
Grades 

A gm a us % 

Um den Coeftieienten B, welchen A in R besitzt, zu finden, 
permutire man die von den Elementen b unabhängigen Zeilen, 
bis dass die fte, gte, ., lte Zeile zur Меп, ®ten,.., mten ge- 
macht ist und die übrigen Zeilen folgen; dann nehme man die- 
selben Vertauschungen der von den Elementen o unabhängigen 
Colonnen vor. Hierdurch hat die Determinante R keinen Wechsel 
erlitten, und in jede Stelle des Systems, welche ein Element 
e mit 2 gleichen Numern enthielt, ist wiederum ein solches 
Element eingetreten. Also ist der Coefficient B die Determinante 
nten Grades 


EE 0:4), ab 


mb Bun Cao Œ СЕЕ 577 boy H 6 A. 2, 1). 
Demnach ist ((R = 2 AB eine Summe, deren Glieder da- 
durch entstehn, dass man für f, g, .., alle Combinationgn von 


m verschiedenen Numern der Reihe 1, 2,.., n setzt. 
3 2 
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36 $. 4, 8. 


8. Aus der Reihe l, können m verschiedene Nu- 


mern auf 
n 
4 = (1 


verschiedene Arten gewählt werden. Diese Combinationen sollen 
nach Belieben die Numern 1, 2, . „ 4 erhalten. Haben nun z. B. 
die Combinationen fgh.. und stu.. die Numern y und д, so soll 
die partiale Determinante mten Grades 


HS re p m 
durch Py und deren Coefficient in A = Х + (у... durch 
D d bezeichnet werden. 


Lehrsatz. Die Summen 
Pa Poi tbe P'o: +.. + Pju Hiën 
Pi; р.) + рь, 2.0 Е. Puy ON: 
haben den Werth 4 oder 0, je nachdem die Numern y und d 
übereinstimmen oder nicht. Vergl. $. 3, 3 *). 


Beweis. Wenn man die partialen Determinanten 
Tra LONE TP EUR 
bildet und die ihnen in A zugehörigen Coelficienten durch 
Hu, Poss o H ën 
bezeichnet, so hat man (4) 
А = ру р + Pò: p' TR. Ф Dän P 
Aus denselben Gründen folgt die Entwickelung 
А = pio Prs + pi Hat SEU TO 
Die Reihe der ersten (zweiten) Numern derjenigen Elemente «, 
aus denen das Anfangsglied von pj, besteht, bildet mit der 
Reihe der ersten (zweiten) Numern derjenigen Elemente, die 
in dem Anfangsglied von Р уу vorkommen, zusammen eine Reihe 
von n Numern, die alle von einander verschieden sind (1). Da- 
gegen bildet die zuerst erwähnte Reihe mit der Reihe der ersten 
(zweiten) Numern derjenigen Elemente, die in dem Anfangsglied 
von Pòn vorkommen, zusammen eine Reihe von п Numern, die 
nicht alle von einander verschieden sind. Also ist jede von den 
beiden Summen 
H 


*) Слиснү l. c. p. 400. 
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Dy Dä + Piz Por +.. + Ру Bän 

Pu Po + Pa; Hait, + Pu; Bai 
eine Entwickelung der Determinante eines Systems von n? Ele- 
menten, dessen parallele Reihen nicht alle von einander ver- 
schieden sind. Die Determinante eines solchen Systems ver- 
schwindet identisch 16. 2, +). 


9. Wenn die partialen Determinanten q,, und 9',,, aus den 
x уп уп 
Elementen 5 der Determinante 
B 2 4 bn . ban 
ebenso zusammengesetzt werden, als die partialen Determinanten 
Ру» und/ aus den Elementen « der Determinante (8) 
(Lë, \ 


d 
lee ae (fa 


anne 
und wenn man aus den beiden Systemen die Determinanten nten 
Grades 

Lg = p, 0 + % % . + 5% 4% 

шд = Q5 P. + Qo Pd + + %% P 
ableitet, so hat die Summe der Producte 

Ж ид + bs 20 + x T 4% Uns 

den Werth 43 oder 0, je nachdem die Numern y und d überein- 
stimmen oder nicht *). 


Beweis. Aus dem System 


b. = Ban fut. & Pju Tiy 


m — PA au +... 7 %% Hu 
findet man nach (8) 


% 0u eb % 7% = pa B 


ly Qu b om ½ dau = Ban BR 
Indem man die Zeilen dieses Systems mit p'5,, . D ën Multi- 
plieirt und dann colonnenweise addirt, erhält man 
ba (Qi Hä + + hu Pau) + + ½% (% Bä + o 9% Pop) 
= (papa . + %% Bän) B 
d. i. AB oder 0, w. z. b. w. 


*) SYLVESTER Philos. Mag. 1854 II p. 142 und 1852 Il p. 342. Beweis 
vou Bntoscur Det. (63). 
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F. 5. Producte von Determinanten. 


1. Lehrsatz. Wenn das Element cj, ein Polynomium von 
n Gliedern und jedes Glied das Product von 2 Factoren ist, deren 
erster von dem Index Ё, deren zweiter von dem Index i unab- 
hängig ist, wenn also 
Cik = dn bt + d Dg +. + ain Dkn 
aus der еп Zeile des Systems 


fan >- аһ 

An „ An 
und der Den Zeile des Systems 

Du 2 

b . 


zusammengesetzt ist; wenn ferner fgh.. und qrs.. gegebene 
Combinationen хоп m verschiedenen Numern der Reihe | bis n 
bedeuten , so ist die Determinante mten Grades 
tfl... 

die Summe der Producte, welche aus der Formel 

„%%% DE b br boo 
dadurch entspringen, dass man für tuv.. alle Combinationen von 
je m verschiedenen Numern der Reihe I bis п setzt. Die Deter- 
minante nten Grades X 3706, .. enn ist dem Product 3 Œ aj... Gan 
Ху .. ban gleich. Die Determinanten höherer Grade der Ele- 
mente c verschwinden"). 


Beweis. Wenn jede der Numern /, u, v, . alle Werthe der 
Reihe 1 bis n erhält, so ist nach der Voraussetzung das Anfangs- 
glied der Determinante 


Ce Co Cs = z аң бы} 4% byn 2 Gho os 


- E ft d f . bot m Dip: 

*) Biner und Caucay (in den gleichzeitigen Abhandlungen J. de l'éc. 
polyt. Cah. 46 p. 286 und Cah. 47 p. 84, 107) haben diesen Satz gefunden 
durch Betrachtung der besondern Fälle, welche LacnawcE (Mém. de l'acad. 
de Berlin 4773 р. 285) und Gauss (Disquis. arithm. 157. 159. 268, I) gegeben 
hatten. Vergl. Jacopı Det. 43 und 14, wo der Schlusssatz zuerst ausge- 
sprochen ist. 
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§. 5, 1. 39 
und nach Permutation der zweiten Numern 0, r, 5, 


ч КИР Р 
ХЖ сус e. 7 2 ау a, Ühe -- 2 E 0% Dru б...) 


tur 


Um die Glieder dieser Summe zu bilden, braucht man für 
tuv.. nur je m verschiedene Numern der Reihe 1 bis n zu 
setzen, weil die Determinante X Œ % bru Osy .. verschwindet, 
wenn 5 и, v, .. nicht alle von einander verschieden sind. Wenn 
man aber für bestimmte Numern tuv.. deren Permutationen setzt, 
so erleidet XE Бо, bru bv. . nur einen oder mehrere Zeichen- 
wechsel, also ist 


DPN “Rn = 
ХЖ Gates Chs- =т= + 4% a a ЖЬ 


АУ 


ки "än 


eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man für 
tuv.. alle Combinationen von je m verschiedenen Numern der 
Reihe 1 bis n setzt. 


"m 
Wenn m <n, so hat die Summe CA Glieder. Wenn m =n, 


so ist die Determinante der polynomischen Elemente ein Product, 
dessen Factoren Determinanten desselben Grades sind. Wenn 
mœ n, so kann die aus der Reihe t bis n zu bildende Complexion 
tuv.. nicht lauter verschiedene Numern enthalten, und die 
Determinante der polynomischen Elemente verschwindet bei be- 
liebigen Werthen der Grüssen « und 6. 


Anmerkung. Wenn das Element ot = uj tt. -+ ain Onk 
aus der йеп Zeile des ersten Systems und der Hen Colonne des 
zweiten Systems zusammengesetzt ist, so hat man auf gleiche 
Weise 

2 % gr c = S E Ж ag atu a. X Ehe bur bes.) 


= 
tuv.. 


Beispiel. Wenn dj, = а; fy + bj gy + c; hy , so ist 


d, dj, dy, d, a, b, c, h 9 № 
d d, d, d, = a7 М с; [; 9. Mi -— 

d, d, dy d, a, bh, G f; 9 ^h 

a du fa d, а, hy c, hu 

di di Ф| a Dr D | fh o9 h^ 

п du dj а, b, a | 9. A 

duo d, dy | а, 0, с, | hp ^h 
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| du di] ja b er f 91 № | 


! dj di, | | а, b, 02 | f 9a h; | 
2 | а bojih 9 | + | ау "ës h A 1 | bi c "n 1 
a b, | bb Ge | а. б || foh [5 с, 9 R 
da da ке b; € „ о ^h | 
dz, dz; а 5, с, bg ^| 
Me b, jil ftd ^ Га €, bh hh 2 % Bai A BEI d 
a, b, |f gs а, с, kb: ПИО 


2. Wenn insbesondere die Elemente 5 den mit denselben 
Numern versehenen Elementen u gleich sind, so ist das System 
der Elemente c symmetrisch , d. h. 


Cik == Go ta + di 04, o. + ain akn = Cki 


folglich 


zt 2 


— ` 2 
Су Cgr De = È X ge Gen а ..) 


worin man für fuv.. alle Combinationen von je n aus der 
Reihe ! bis n zu setzen hat, um alle Glieder der Summe zu 
erhalten. 

So lange die Elemente a real sind, ist die Determinante 
XE ср gr cis. positiv und kann nur dadurch verschwinden, 
dass die Determinante FÆ vy gon ary- bei allen Combinationen 
t, % V, .. verschwindet"). Die besonderen Fälle 


T My! +3 XX, +00 +35, LE, HYY, +22, | aes 2 |8 

Si 2° Ay’ +2? ала, А012, — шу у zl 

| BEH YY zm EE tn X. ey, 25 2, Yz 21 
|a +y €x gr tyyn +з æ y’ oz - y 2 |? 
| &®, + ууу t 25, cz +y’ +21) X M| |4 3 0. 4 


sind bereits von Lacnawck (sur les руг. 3 u. I) gefunden worden. 


3. Wenn unter Anwendung der $. 1, 8 festgesetzten Be- 
zeichnung die gesuchte partiale Determinante „ten Grades der 
Elemente c durch rj, bezeichnet wird und durch die Vertau- 
schungen von c mit a und b in pg, und qs, übergeht, so erhält 
der bewiesene Lehrsatz den Ausdruck **) 


r = ру Gen # .. + Dën Ban 


) Jacopı J. с. 
**) Caucuv I. с. p. 90. 407. 108. 
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8. 5, 3. T 


Folglich ist wiederum (, 
Fale MUN ec Tau = ele Ph Fun d X n un 
und unter der Voraussetzung 0% = буу, 
raa = poi oo + Dën 
ae 

Insbesondere ist der Coefficient „%, welchen das Element 
с in der Determinante C =F с .. Can hat, eine partiale 
Determinante (n—1)ten Grades. In der Determinante % bilden 
die ersten Numern der Elemente c eine bestimmte Complexion der 
Numern | bis n ohne die zweiten Numern eine bestimmte 
Complexion der Numern I bis n ohne K. In den Combinationen 
von т — 1 Numern der Reihe I bis n fehlt ebenfalls je eine Numer 
derselben Reihe. Also ist in dem vorliegenden Falle, wenn man 
durch a, В; die Coelficienten bezeichnet, welche in den Deter- 
minanten 1 Eu, .. und Rass + bi.. Dan die Ele- 
mente get. und 5j; haben, 

Fik = Go Phi t- + Im Gin 


v 4 — ` 
f EE ims 


Unn nn 


und unter der Voraussetzung % = Cig 
а = a t.. tap 
S Ke SEL 
Diese Relationen können aus der Identität 
€ = с 90 — кё 0 = AB 


durch Differentiation nach o; ,.., «j, abgeleitet werden"). Weil 


il і 
AC E К дс ` b 
$c, von Ci unabhängig und ria by; ist, so erhält man 
dc dC дА 
Dm A de — 
den u+ " Oc; да $ 
òC òC д4 


bnn — TA B 


n D 


дел bin + + àv; 
Diese Zeilen mit да d — multiplicirt geben durch Addition 
i N., 9 


òC _ дА дв дА ÒB 
де; F dan дб, с: 4 да Kg 


*) ТолснімѕтнАІ Crelle J. 40 p. 46. 
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12 . 


in Betracht, dass bj, SZ ＋ . . ＋ in 28 den Werth В oder U hat, 
D Obis 


je nachdem / mit E übereinstimmnt oder nicht (S. 3, 3). 


4. Aus einem gegebenen System von n? Elementen a von der 
Art, dass die partiale Determinante mten Grades d = X Zou. . amm 
nicht verschwindet, kann ein System von n? Elementen c dar- 
gestellt werden, von welchem alle partialen Determinanten 
(nt kl lien und höhern Grades identisch verschwinden“). 


Man bilde die Determinante (m-+1)ten Grades 


| Du .. Qm Qik 

dk = жола bare. F Gim бл + Got d 
Ha -- Gmm Imk 
en lim Uik 


welche identisch verschwindet, wenn i oder E eine Numer der 
Reihe 4 bis m ist (§. 2, 4). Die Coefficienten bur... Omke ver- 
schwinden identisch, wenn & eine Numer der Reihe 1 bis m und 
von der voranstehenden Numer verschieden ist; dagegen haben 
bii, ban... Omm den Werth —d, weil bei jedem A der Reihe 
| bis m mit der Determinante dj, die Summe aj, % + аа 
verschwindet. 


Unter diesen Voraussetzungen ist 


du П 
Ста = 3 = = d (aj bt + + Gun bmx 


eines von n? Elementen, deren System nach dem Schlusse des 
Lehrsatzes (1) die verlangte Eigenschaft besitzt, dass alle par- 
tialen Determinanten (т 4-!)ten und hohern Grades identisch 
verschwinden. 

Nach der über d% gemachten Bemerkung unterscheidet sich 
das System der Elemente c von dem gegebenen System der Ele- 
mente a nur in den (n- mn)? Elementen, welche den (n—m) 
letzten Zeilen und Colonnen zugleich angehören. Hieraus folgt 
das Lemma: 


Wenn das System der n? Elemente « so beschaffen ist, dass 


*) Kronecker Winter-Vorlesung 1864/5. Der Schluss dieser Mittheilung 
war in der 2ten Auflage dieses Buches enthalten. 
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$. 5, 5. 13 


die partiale Determinante uten Grades d nicht verschwindet, und 
dass die (n— m)? partialen Determinanten (m+ (ten Grades 


d d 


OK ATI A8 D "un 


LT TU Sut dan 


verschwinden, so verschwinden alle partialen Determinanten 
(m+1)ten und höhern Grades. 


5. Der Satz über die Zerlegung einer Determinante, deren 
Elemente Summen von Producten der angegebenen Art sind (1), 
kann auf den Lartsce'schen Determinantensatz zurückgeführt 
werden wie folgt*). 

Man verwandle die Determinante 3 + с .. с 
terminante (m + n)ten Grades ($. 2, 6) 


mm in die De- 


Ch oe Gm Du o bin | 
Ci m Cm m Gi p 6 2 11 

0 Е 0 4 0 

0 0 0 1 


Indem man nun von der йеп Colonne die letzten n der Reihe 
nach mit aj , Ge. multiplicirten Colonnen subtrahirt, und auf 
diese Weise die ersten m Colonnen transformirt, erhält man zu- 
folge der Voraussetzung 

Cik = G4 б, + а„ , . + Gin bkn 
den Ausdruck für X c.. c 


mm 
0 ТЫТ 0 бы OY 
0 A CN 0 Gan бй 
ia а ү ЧГ, 0 
a, ка D 1 


Multiplieirt man endlich jede der ersten m Colonnen mit — 1, 
und rückt die zweiten m Zeilen des Systems an den Anfang, so 
erhält man (nach mm? Zeichenwechseln) 


*) Gorpan nach briefl. Mittheilung des Hrn. Prof. CLEBSCH 4863 Nov. 
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T $. 5, 5. 


Du Ben ! 0 0 0 
aim 2 amm 0 NE t 0 Qu 0 
0 0 b, bim bimer c ба 
0 0 bm Zo Bam ыр com бор 
us An > Omme ©... H A ER 
Sa Ke pen, d 


Die Entwickelung dieser Determinante in eine Summe von Pro- 
ducten aus partialen Determinanten mten Grades $. 4, 7) stimmt 
mit der oben ) angegebenen Entwickelung der Determinante 


v4. 55 : 
ХЖ on. Cum überein. 


6. Das Product von zwei Determinanten nten 
Grades P und Q ist eine Determinante R desselben Grades, 
die man auf 4 im Allgemeinen verschiedene Arten darstellen 
kann"), indem man ihre Elemente entweder aus je einer Zeile 
von P und einer Zeile von Q zusammensetzt, oder aus je einer 
Zeile von P und einer Colonne von Q, oder aus je einer Colonne 
von P und einer Zeile von Q, oder aus je einer Colonne von P 
und einer Colonne von Q. Wenn nämlich 


аде шю N 
P = К | Q= h 

| 

1m -e Unn | bm -bm 
so ist (1) 
© >. Cin 
= = Р0 
| Daa: Cum | 


unter der Voraussetzung 


Cip = аң Dn + dr бы + Ain ben 
Folglich ist 


а bn „„ bin Za b e Xa bak 


üm >- 4% ба) bun Zonk bik .. Gab bnk 


wenn die einzelnen Summen dadurch gebildet werden, dass man 


* CàuchV l. е. р. 83. 
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$. 5, 6. 45 


für & alle Numern von I bis » setzt. Nach der hierin enthaltenen 
Bildungsregel ist ferner 


G tr Bin =» bni Ха би. Xa бш 
üm An bin =: Bun E an Dën .. х Ank бең, 
o. Aa ba =» din Zap bik o Ха б 
Qa ünn | | Öns +. Ban in y s Хак Unk 
| Gun -üm 5 % Du ал Li gin bkn 
| Di- lun | | bin .. бап Zan b o. Хад den 


Die links stehenden Determinanten, deren Product gebildet 
wurde, sind von P und О nicht verschieden ($. 2, 3). Also 
sind die rechts stehenden Determinanten von R nicht ver- 
schieden, d. h. 


аа-а E 3 US C 15 
lim 2 EE | Do as] СА АЙ з, Сл 
wenn cj, eine der Summen 
an bn +- Ft äs bkn 
go Dt + + 4% Onk 
а +... + % 5% 
KÉ +... ＋ 4% bk 


bedeutet. 


Beispiel, Nach der ersten Regel hat man 

u b gm | ac + id  —ad' 4 be! | 
he -d e, be rad bd + ate | 
Wenn а, b,.. complexe Zahlen, 4“, h“, .. die conjugirten Zahlen 
sind, so ist a die Norm von a, eine Summe von 2 Quadraten, 
welche durch Na bezeichnet wird, u. s. w., folglich 

(Na + №) (Nc + Ма) = N(ac + bd) + N(ad' — bc!) 

Diese Identität enthält den Errrr’schen Satz (Acta Petrop. 1777. 
l, 2 p. 48. Vergl. Nov. Comm. Petrop. 5 p. 53 und LAGE Mem. 
de Berlin 1770 p. 123), nach welchem das Produet zweier Sum- 
men von 4 Quadraten selbst eine Summe von 4 Quadraten ist ). 


* Пкнзитк Crelle J. 40 p. 397. Vergl. Gauss Werke 3 p. 384. 
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46 $. 3, 7. 


7. Das Product von beliebig vielen Determinan- 
ten ist eine Determinante, deren Grad den höchsten unter den 
gegebenen Graden nicht übersteigt und deren Elemente ganze 
Functionen der gegebenen Elemente sind"). Wenn nämlich die 
Grade der gegebenen Determinanten den nten Grad nicht über- 
steigen, so kann man alle Determinanten als solche nten Grades 
darstellen und dann nach einer der Regeln (6) die erste mit der 
zweiten multipliciren, das Product mit der dritten u. s. w. 


Nach $. 2, 6 ist 
a, Pn ау» 411 Ga п 
а, 5 amm üm * Dou 
wenn das Element o für ¿œ m den Werth 0 oder 1 hat, je 
nachdem * i oder k=: ist; die übrigen nicht gegebenen 
Elemente bleiben unbestimmt. Daher ist 


Du -Aim TREES а a in +- b, Cu s. “in 
аһа Am lb =: bun üm +- Ann bmi - Unn m Can 
wenn 


Cik = аң bg + aj бы + da - 
Von diesem Aggregat bleiben für i *» m nur die Glieder 
bki + ixi bhira +.. + Gin % 
Wenn die unbestimmten Elemente sämmtlich verschwinden, 
so erhält man 
Cik = n4 bp + 4% b, + + 4% Dia 
wovon für ?> m nur б; übrig bleibt. 


Beispiel. 
4, b, с, d, Ps + ba, p, * KE) Co d, 
| а b, v, d, Po 0 | P. + 57% ар б, c, d, 
а, b, e, d, Pi 61 ape + Oo Ge + 0,8 с, d, 
| a, 5, €, d, азр, + 5% ар + 5% с, d, 


8. Wenn 20у, „ £p homogene lineare Functionen der Va- 
riablen 27',.., 2, sind, wenn diese Variablen eben solche 
Functionen der Variablen &.“, . . „ %% sind, u. s. w., und 
zwar 


* Jacosı Det. 43. 
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I = fu "d +. 4 4% Ж 
(4) +. 
| * = am XM . + Gan e 
m, = G4! my ded ay г" 
(2) . 
| = аһ XS . G4 Ja 


| .“ = а" d, 
er. 

| ж” = а” de c + fast ш" 

u. s. w., so erhält man durch successive Substitutionen *) 


| а = (a, а) K.“ . . + (a4, а), а," 


UI | 
Ly = (0, 4% 1 а +.. + la, 40%, 


Tı 
11 | | 


(en = / acp norat ale tat 


* 


" 
Za 


(a, a’ d au ip nr 25 85 (a, а", а"), „ atr 


ч. s. w. Der fte Coefficient der aten Zeile des Systems (I) 


(а, а') = Ха, ав = d %%% H.. + Gan Bag 


ist aus den Coefficienten der aten Zeile des Systems (1) und der 
Sten Colonne des Systems (2) zusammengesetzt. Ebenso ist der 
Coefficient (a, a, oe aus den Coefficienten der aten Zeile des 
Systems (1) und der еп Colonne des Systems (3) zusammen- 
gesetzt, folglich 


(a, а, а") ав x z (a , a0 gas = 5% а! а a" og 


u. S, W. Man bezeichne ferner durch A, 4“, A”,.. die Deter- 
minanten nten Grades der zusammenzusetzenden Systeme, deren 
Elemente aug, Cap . sind; durch (A, A^), (A, A“, A"),.. 
die Determinanten der zusammengesetzten Systeme, deren Ele- 
mente (a, а) % ; (а, a', а) аз, sind; durch 

Pep. л АИ шш 


die partialen Determinanten (n—1)ten Grades, mit welchen in 


) Mittheilung von WEIERSTRASS bei Gelegenheit der Abhandlung über 
hilineare und quadratische Formen, Berliner Monatsbericht 4868 Mai 48. 
Crelle J. 79 
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48 §. 5, 8. 


H 
den Determinanten 4, 47, .., (, 4%, (4, 4“, 4“), .. die Ele- 
mente 
асв , a % " ia, a % ag б, 4, а?) ов " 
multiplicirt sind; durch 
Aug “'8' „ Aug в'8' » (A, 400 a (A, EN А?) „в GE 
die partialen Determinanten (n—?2)ten Grades, mit welchen in 
den Determinanten 4, 4',.., (A, 4), (A, A', A"),.. die par- 
tialen Determinanten 2ten Grades 
DIN Bag аа’ ; zt a sg Gagn ] х + (а, a) в (а, а!) иа ý 
DER 00 а") ов (a, oi, a" gr NS 
multiplieirt sind, u. s. w. Dann ist nach 1) 
(4, 4% = A4' 


(4, 40% = E As, Zu 
(A, 40 45 wg = Z4. 4% Aa DCH 


A, А?) ав «' p! arrg — 2n Em ul; ату" EE РВ y'a" 


и. 5. w. Die Glieder dieser Summen werden dadurch gebildet, 
dass man für y. yy, yyy' ,.. ale Combinationen von je 
1, 2, 3,.. verschiedenen Numern der Reihe 1 bis n setzt. Denn 
es ist z. B. 
(A, А 4 wg angr 

eine partiale Determinante (n —3)ten Grades der Elemente (% в”). 
die ersten Numern dieser Elemente bleiben von der Reihe I bis n 
übrig nach Ausschliessung von ж, =’, a”, und stimmen mit den 
ersten. Numern der Elemente in Aay a'y , überein; die 
zweiten Numern jener Elemente bleiben von der Reihe 1 bis » 
übrig nach Ausschliessung von f, 8', 8", und stimmen mit den 
zweiten Numern der Elemente in Aa vg dn überein; da- 


gegen sind die zweiten Numern der Elemente in Aay d, d“ 
sowie die ersten Numern in A: ;g y'a" alle Gombinationen 


von je п —3 verschiedenen Numern der Reihe | bis я. 
Ebenso ist 
(А, AF, А") = (4, A!) A" = A Af A" 


(4, 4“, 4% = Ғ (A, ав ШУ: T 5 Aus 40 d Aaa 
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(A, 4, А") up vg" A A, А) wor Maa 0 


= ey M vr "ав Are 


7 


(A, Ai A") ag wg «трт = ët, (A, A^ us wo’ d / das 97% dng 


= Š de antann Ad Lr 7 A op dee бов" 

57 70), 

u. S. W. Die Glieder dieser Summen werden dadureh gebildet, 
dass man sowohl für y, уу, yy y" ,.. als auch für ð, 00°, 00'0”',.. 
alle Gombinationen von je 1, 2, 3,.. verschiedenen Numern der 
Reihe 4 bis n setzt. 

Ueberhaupt ist jede partiale Determinante des Systems der 
zusammengesetzten Elemente fa, «', . „ a) darstellbar als 
Summe von Producten aus (A+1) Factoren, welche partiale De- 
terminanten derselben Ordnung der Systeme der einfachen Ele- 
mente a, @,.., aU) sind. 


§. 6. Determinanten von adjungirten Systemen. 


1. Wenn ap den Coefficienten des Elements «jj in der 


Determinante 
Gi, s 04 | 


R 


a Hi 


мі пп 
bedeutet, so heisst das System der Elemente 


Kén KS KI 


Da 3 Hau 


dem System der Elemente a adjungirt*). 


Lehrsatz. Die Determinante des Systems von Elementen, 
welches einem System von n? Elementen adjungirt ist, ist die 
(п —1)te Potenz der Determinante des gegebenen Systems““). 


a) Cavcuy |. с. р. 64 hat diese Benennung aus der Theorie der qua- 
dratischen Formen (Gauss disquis. arithm. 267) aufgenommen. 

) Сапсиу J. e. p. 82. Den Falln=38 findet man hei LacnaseE sur les 
руг. 5 und bei Gauss 1, e. 


Baltzer, Determ. 3. Aufl. i 
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Beweis Wenn man das Produet 


Ain а, 


(t а “ 


мі nn n 


nach der Multiplicationsregel (S. 5, 6) bildet, so erhalt man 
€ 


11 GM Ca 


Cm > Om 


worin 

с — Ai 4 ar Aiz Bko + + Ze llin- 
Diese Elemente haben den Werth R oder 0, je nachdem A und v 
gleich oder verschieden sind (§. 3, 3). Also redueirt sich die 
Determinante ihres Systems auf das Anfanesglied cj со). Can 
= R” ($. 2, 7). Daher ist 


"a, Em | 
R eH" 
| An Ian | 
п 4 a в GR 
11 K 17¹ 11 in | 
erm * Daun 3571 E Han | 


2. Lehrsatz. Bine partiale Determinante des adjungirten 
Systems vom mten Grade ist das Product von R! mit dem 
Coefficienten, welchen die entsprechende partiale Determinante 
des ursprünglichen Systems in R hat”). 


Beweis, Wenn 
о voy RE s 


„ 


gegebene Permutationen von 1, 2, . „ % sind und darin f,9,-- 
und „ , . Gruppen von m Numern bedeuten, während die 
übrigen n—m Numern dureh 7, % und v, v, . bezeichnet 


werden, so ist die Determinante ten Grades 


Әу fk 


Agi "ak 


*) Jacom Det. 41. Dieser Beweis ist von Boscuagpr angegeben worden 
Brici Mittheilung 1853 Juli. 
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eine partiale Determinante des adjungirten Systems (F. 4, 1), 
welche nach $. 2, 6 in folgende Determinante nten Grades trans- 
formirt werden kann: 


4 HI 9 fu Dm 
Za gk Dun ` Zo 
0 0 1 v 

0 0 0 1 


Unter den gemachten Voraussetzungen ist aber 


4% 


Чук 


ШТА 


yk 


Ki? 


4% 


gn 


аж. 
40 5 


edt, 


wo é den Werth 1 oder —4 hat, je nachdem die gegebenen 


Permutationen 
man 


dieser 


in eine Classe gehören oder nicht ($. 


das Product beiden 


2, A). 


Determinanten 


Wenn durch 
zeilenweise Multiplication bildet, so findet man die Determinante 
nten Grades 


| 11 0 4% gy 
9 df 4% Uyn 
0 0 (xn Eus 
0 0 lsu Ay 


auf das Produet von zwei 
6), deren erste den Werth 4% hat (6. 2, 7). 


Diese Determinante redueirt sich aber 
Determinanten ($. 4, 
Daher ist 


SEE MIN | feu py 
agi % | = = Ge 
| 
Nach S. 4, 4 bedeutet 
| аы а, 
"ma. 4 
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$. 6, 2. 


den Coeffieienten, mit welchem in / die partiale Determinante 


des gegebenen Systems 


up rt 


Ay 4% 


versehen ist, deren Elemente mit denen der gesuchten Deter- 
minante in Hinsicht der Numern übereinstimmen. 


Beispiele, Wenn R = "Hay m. 
Du Aim | % ＋ „%% 
= dt 
| äu -© Dam % + a 
| 2% ＋ 1% I "UR aun | Wé 
= Im * 1 
4% K ＋ 1 Do Auu | а 
Wenn insbesondere n — 5 ist, so ist 
Чу Aes om 
Р И d 
ЕЕ: 
132 u 
41 4s 5, 
weil die Permutationen 
24543 
d 8E lcm 
nicht in eine Glasse gehören. 
Dagegen ist 
| а, а, 
"an VEN 
hin, а n 
Da 243 1 
Фа A ШП 
weil 
24544135 
132255 


Permutationen derselben Classe sind. 


Der Coefficient des Elements % in «ei 


adjungirten Systems X E ou 055. gan ist. 


Keen 


‚ 50 ist 
Lm | 
Hun | 

nr dr) 

ki акк | 

15 

35 


^" Determinante des 


Denn dieser Coefficient ist eine partiale Determinante des ad- 
jungirten Systems vom (n—1)ten. Grade und der Coefficient, 
welchen die entsprechende partiale Determinante des ursprüng- 
lichen Systems in R hat, ist %, folglich u. s. w. (9) 


*) Cancun І c, p. 82. 
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Wenn insbesondere n = 3, so ist“ 


3. Um eine partiale Determinante zweiten Grades im ad- 
jungirten System zu bereehnen, z. B. 
| D Зу | 
| ж; Kéi? 

bedarf man des Goeffieienten , welchen die entsprechende Deter- 
minante 

(an а 


| agi а 
in R hat. Dieser Coefficient. stimmt mit demjenigen überein, 
welehen das Product ap «gg in R hat (S. 4, 1). Folglich ist““, 


ae ak | ðR 
lk e 
"gi "gk | dag, дад 


2p “rn 47 


ÒR 
= 2 
ан % би | = К 


ee, . 
day; да, дап 

Diese Identitäten geben zugleich an, wie man zweite, 
dritte, .. partiale Dillferentialquotienten einer Determinante 
durch erste partiale Ditferentialquotienten derselben ausdrücken 
kann. 


Beispiel. Weil ($. 3. 15) dR = X ap da; und 


ük 
An 0? 
ба = Zei det = X e da; 
g ik дад de ik 9 ys à flik 1 


ist, so findet man 


Rda, = £ (as "yk — Ts Ark) Alig 
ik 
Rd a, mE ah =- 2 Aus Irk da; 
ik 


a rs 


R 


8): 


Ка 


= ae AK dai 
ik 


*) LAGRANGE sur les pyr. 3. 
**) Jacorı Det. 40. 
**) WEIERSTRASS Berl. Monalsbericht 1858 p. 214. 
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4. Bezeichnet man in der Determinante 
H = & an ari 


den Goelficienten des Elements aj, durch 4%, so 1st 


V Vrai 
7, 419417 Top жу = war, 
OU, 0G. Eé 
folglieh (3) 
yy Vs -— Eyed АА 57 eg ag 


Wenn insbesondere die correspondirenden Elemente a, 
und «a; gleich oder conjugirt complex sind, so ist das Product 
gutt yay Teal und positiv (S. 3, 13). Also haben, während 
V, verschwindet, V,,, und Vp, Werthe von entgegengesetzten 
Leichen“). 


5. Wenn А verschwindet, so verschwinden auch die 
partialen Determinanten des adjungirten Systems vom 2ten, 
3ten,.. Grade, weil sie den Factor R enthalten (2). Aus der 
Gleichung 


Ai Tjk zy 
Agi “д 
folgen die Proportionen 
ае О шо, CC у р ЖШ о» 
gn ар ap: T Ug ga а: 
gu 4½% ai. ů ( %% 4½% ag e. #®) 
V 200322603 


Wenn insbesondere die Elemente des gegebenen Systems so 
beschaffen sind, dass au = api, so hat man unter der Voraus- 
setzung R= 0 für get den Ausdruck ya, уор, in welchem 
das Zeichen einer Wurzel von dein Zeichen der andern abhängt, 
und bei jedem € 


ba, DNE И = g В 
n e ee 


Anwendung. Wenn in einer Determinante der Coeflicient 
eines Elements verschwindet. so ist die Determinante das Product 
von zwei homogenen lincaren Functionen der Elemente, welche 
mit jenem Element in einer Zeile und in einer Colonne stehn “““). 
Nach $. 3, 16 hat man 

*) Butoscur Det. p. 72. 


**| Jaconi Crelle J. 15 p. 104 und anderwärls. 
***) Hesse Crelle J. 69 p. 319. Vergl. unten $. 7, 2 


www.rcin.org.pl 


F. 6, 6. mm 
S = ZE una. un = an N 3 Gi, Aak Xi 
7 


Unter der Voraussetzung H = 0 ist aber 
а B Rh ` Ask ЖЕ. = 111 j Rar LT 
1% % +. + 4% äut ut = Bun E + % A 4A 
folglich 
au S = — nt o 4 4%) 4% äu P 4 4% 4% 
6. Analoge Satze gelten für das System der partialen Deter- 
minanten (ten Grades, welche zu dem System der Elemente 


"үү. Gan gehören, 


UW Pıu 


Da „ Pus 

von denen pyy die oben $. 5, 8 angegebene Bedeutung hat, 
und für das (adjungirte) System der partialen Determinanten 
(n— m)ten Grades 


IUE & Py 


Ha — % 
von denen %; den Goeffieienten von %% in der Determinante 


R = X Жа... apn bedeutet. Bei diesen Bezeichnungen hat man 
die Identitäten *) 


2 * Pu Рин 2 E Hu Ж, = № 
qu WW Е = 10 
ХЕ. m = ee 2 En, D am = к! „ 
Beweis. Das Product. FH py.. Puu Жр... Puu ist 


eine Determinante teten Grades, welche sich auf ihr Anfangsglied 
RU veducirt, weil ihr Element 

TT p' c + Pu Pòp 
den Werth R oder 0 hat, je nachdem die Numern y und d über- 
einstimmen oder nicht ($. 4, 9). 

Da nun P = 4 руу .. Puu ein Divisor von II und R eine 
Function ersten Grades eines bestimmten Elements z. B. ou ist, 
so kann P von einer Potenz von R nur durch einen von den 
Elementen (,,..,044 unabhängigen Coeflicionten únterschie— 


*) Diese Idenlitaten sind die erste von Cavcuv 1. с. p. 102, die heiden 
andern von Ёңлчкь Crelle 1 61 p. 350 gefunden worden, 
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D M ж 2 D 2 
den sein. Unter den u = Bh Gombinationen der Numern 


n-— 


LU 1 — 


d . ! à 
1, 2,.., n giebt es aber A = ( d Solche, in denen | vor- 


kommt. Es giebt also A Zeilen und A Colonnen des Systems 
Duy so Pug deren gemeinschaftliche Elemente Fuuctionen 
ersten Grades von gu sind, mithin ist P eine Function Aten 
Grades von аң und durch RA theilbar. Der Quotient P : RA ist 
1, wie sich aus der Betrachtung cines besondern Falles ergieht. 
Wenn z. B. alle Elemente der Diagonale 9;,..,*44 den Werth 
l haben und die übrigen Elemente verschwinden, so ist Й = 1, 
wührend "д den Werth ! oder 0 erhält, je nachdem у und д 
übereinstimmen oder nieht. Daher ist P = 1 und P : N — 1. 


7. Eine partiale Determinante des Systems ру, -+3 Puu 
vom wten Grade ist das Product von Ne- (= mit dem Coeffi- 
eienten, welchen die entsprechende partiale Determinante des 
Systems К: „ „ P'up in der Determinante dieses Systems 

, 
Ep: Pia hat“). 
Beweis. Wenn wie oben (2) 
I „ % &, 
i k, PA 


Permutationen von 1, 2, . . „ 4 sind und darin / % unde, . 
Gruppen von w Numern bedeuten, während die übrigen р —- 
Numern durch 7,5,.. und , o, .. bezeichnet werden, so kann 


die partiale Determinante шеп Grades 
Pn Pjk 
Deg Рук 


in die Determinante ten Grades transformirt werden 


Ри Вук +- Pfu Hrs 
l'gi Dot Pu Por 
0 0 1 0 
0 0 0 1 


^) Franke Crelle J. 64 p. 350 und Boncnanprs Bemerkung zu diesem 
Aufsalz. 
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Ki, 


LN 
~i 
л 


Multiplieirt man dieselbe mit 


ry Hu % ГИТ 
DE: Dat Ei H qu DP ge E: 

= ХФ р p» 
Bu Bot - ` Do Je s A 
pti Die ala rat se 


wobei e den Werth 1 oder — | hat, je nachdem die obigen Per- 
mutationen in eine Classe. gehören oder nicht, so findet man 
(6. b, 8) 


TE D Digne dre a e] 
ОЛИ Din UD 79 
ОМ OMETA P'ru ID | 
0/0 . Man ру | 


Daher ist 

en. e = DE Duct SERE E Ea ee 
wobei EI Œ ppu Pse- den Çoeflicienten von 2 20 Ai em 
in der Determinante FE pi, -Puu = К bedeutet. 


$. 7. Determinante eines Systems, dessen correspondirende 
Elemente ge und ap; entgegengesetzt gleich sind.“) 


1. Lehrsatz. Wenn n eine gerade Zahl ist und die Ele- 
mente des Systems aj, <- % so beschaffen sind, dass 
ац = — aj und an = , 
so ist die Determinante R = Xa.. gen ein Quadrat ””). 
Beweis. Wenn R, = X Eug.. am: so gilt bei beliebigen 
Elementen die Identität (S. 6, 3) 
Ap. БШ дн, дА, 


n D ec — 
E Zë Sen да, — 17 — 1 e Оре nn 
* Ein solches System und seine Determinante wird nach CAYLEY 
Crelle J. 32 p. 119 gauche (skew, gobbo) genannt. 
**) CavrEv Crelle J. 38 p. 95. Der hier mitgelheilte Beweis ist von 
Boscuanpr 4858 angegeben worden. Einen andern Beweis enthält der fol- 
gende Artikel, einen andern hat Scheisner Leipz. Berichte 1859 p. 151 


geführt. 


WWw.rcin.org.pl 


58 7,1, 


In dem vorliegenden Falle ber geradem m ist (S. 3, 11) 


дА, E OR, — OR, 
A ju. Gg 
folglich 
N, M T A 
a. Mui RK es ad 
d h. Rp ein Quadrat, wenn 1% —2 ein Quadrat ist. Nun ist R, 


ein Quadrat, also sind auch R,, Ra, .. Quadrate. 


2. Bezeichnet man den Coefficienten. des Elements zm, in 
der Determinante R durch R’, und den Coefficienten des Elements 
ag, in H durch ж, so ist nach $. 3, 16 

R = gu R — 2 an aa 
wenn die Glieder der Summe dadurch gebildet werden, dass 
man für / und & alle Numern der Reihe 2, 3,.., setzt. Bei 
dem vorausgesetzten System ist R = 0, au = aj (F. 3, 13), 
folglich az = ® Apr (S. 6, 5), also 
R= Хаад Vti Vank = (Za, Vti) lE au Vaya) 
= (Fa, ya, 

weil von dem Zeichen einer Wurzel die Zeichen der andern 
Wurzeln so abhängen, dass das Produet y aj; оку Чеп Werth 
ar (nicht —т;) hat. 

Wenn n = 1, so ist ya; rational, folglich y R cin rationales 
Aggregat von 3 Gliedern; bei n = 6 ist also ya; rational und 
yR ein rationales Aggregat von 3.5 Gliedern; u. s. w. Daher 
ist überhaupt / R cin Aggregat von 
ERR 


Lë 
£8.85... (n—8)(n—4) = —— 


n 
аи = 
2 


Se 3 З d ES 
Gliedern. Jedes Glied von y R ist ein Product von 2 Elementen, 
unter deren Numern zwei gleiche überhaupt nicht vorkommen 
Als Anfangsglied findet man 


0,5603, « Onein: 


In der That ist 
n 
(а d . % T . (-= a d Bn аа а„_ „н Яаа — 3 


ein positives Glied der Determinante R, weil die Permutationen 
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9. 7, 


5 A n ^ 
emer Classe angehoren oder nicht, je nachdem, gerade oder 


ungerade. 


3. Lehrsatz. Die Formel S = mama, % In , 
deren Quadrat der vorhin betrachteten Determinante R gleich- 
kommt, ist alternirend, d. h. sie erhält den entgegengesetzten 
Werth, wenn irgend zwei Numern der Elemente vertauscht 
werden, und verschwindet identisch, wenn zwei Numern ein- 
ander gleich sind “). 


Beweis. Wenn 5, die Formel bedeutet, welche aus 5 durch 
Vertauschung der Numern 7 und * entspringt, so ist S.? die 
Determinante, welche aus A durch Vertauschung derselben 
Numern hervorgeht. Nun kommen und k in R sowohl unter 
den ersten, als auch unter den zweiten Numern vor, also wird 
R durch diese Vertauschung nicht verändert ($. 2, 4), d. h. 
Miz Pi Zufolge dieser Identität sind die Glieder von S, den 
Gliedern von S der Reihe nach gleich und zwar von gleichen 
oder von entgegengesetzten Zeichen, je nachdem ein Glied von 
5, und das gleiche von 5 gleiche oder entgegengesetzte Zeichen 
haben. Bedeutet nun uj, B das Aggregat der Glieder von S, in 
denen das Element % vorkommt, so enthält H nur solche Ele- 
mente, deren Numern von : und & verschieden sind (2), folglich 
geht dn durch Vertauschung von 1 und Em az B über. 
Die Glieder uj, B in S und ай in S, sind entgegengesetzt 
gleich, weil a, = — get: folglich sind auch S und S, entgegen- 
gesetzt gleich. 

Wenn ; und einander gleich sind, so hat Si sowohl den 
Werth —5 als auch den Werth S, d. h. S verschwindet iden- 
tisch. 


4. Das mit dem Anfangsglied а, аз... 0,.., , beginnende 
Aggregat S, dessen Quadrat die Determinante R ist, wird nach 
Jaconi durch die Reibe aller Numern der in dem Anfangsglied 
vorkommenden Elemente 


* Die Formel S ist von Jacosı (Crelle J. 2 p. 354, 29 p. 236) zum 
Gebrauch beim Prarr'schen Integrationsproblem construirt und neuerlich 
von Cayley (1. c.) mit dem Namen Pfaffian belegt worden. Die Eigen- 
schaften derselben hat Jacosı ohne Beweis und ohne die fundamentale 
Relation 52 = R mitgetheilt 
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ОЗ OY 
unzweideutig bezeichnet. Nach dem bewiesenen Lehrsatz (3) ist 
la 945 83 su si) em e IECH een ren el e 
Daher hat man im Allgemeinen 


ym da 2. Hana ia, ии, Aug пу. 
2s ist aber nur dann auch dem Zeichen nach (2) 
Ил Eau = ik 
(1, 2,..,n) = Zu, ya ° 


wenn man die Zeichen der Wurzeln von den Numern so ab— 
hängig macht, dass 
4 (—1)(3,3,..,i—13, (41, „„ те ШР n, 2, 1) 
Hiernach gilt zur Entwiekelung von (1, 2, . уп) die Recursions- 
formel *) 
(452; eee 08, ee am Vugel т. 
+ cut (T1, . n, 2,.., 5m1) . E 4% (2, „ „) 


Beweis. Das Product ra, y 244; d. i. nach Voraussetzung 
N le TEE SE 
ist identisch entweder mit au oder mit —«j, weil «дор 
= 212. Nach Vanneraonne’s Bezeichnung lat man (S. 3, f) 
12,..,i—h, id, . er 


ае j 


(II — 
* el EEN 


In der Reihe der ersten Numern fehlen 1 und 7, in der Reihe 
der zweiten Numern fehlen | und K. Werden die übrigen n—3 
Numern der Reihe 4, 2, . . „ u durch 


P: 9, T, S, „ U, Y 
bezeichnet, so erhält man aus 
2, . „11, , mm 
hi2 te е ko, cs 


durch eine bestimmte Anzahl von Zeichenwechseln F. 2, 4) 


en mu ab 


| р, 75 т, 5, ЕЕ 3. v, i | 


*) Jacow und Carter (. c.) gebrauchen diese Identität als Definition 
von (1, 2, „ и) 
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Aus dem Product 
2, „, ir, ЕГЕ AI RE ET... V) 
erhält man durch dieselbe Anzahl von Zeichenwechseln (3: 
(КО НАД Т, on CB EC) US TERES RR SES DIG 
Nun stimmt das Anfangsglied jener Determinante 
ën ue oy Ups sos Cun йы; 
mit dem Anfangsglied dieses Products 
арр Ou sos Gur ag Ups - - fyi 
auch dem Zeichen nach überein. Also hat unter der gemachten 
Voraussetzung das Product y % , den Werth au, nicht 
—Ajp, W. Zz. D. W. 
Durch /- 2 cyelische Vertauschungen findet man 
kans (—18,..,i—4, 14, „ % = dA, .., , 2. „ -) 
Beispiele. 
aask 0 e e ee 
(4, 3, 3, 4) = Aiz lya + Ou % + fu, 0 
бы Жал E, — (MED, AO 


(4, 2, „ 6) = di (3, 4, 5, 6) + a, (4,5,6,2) +.. +0, (2, 3, 4, 5) 


a Bs; * 6112 Az; 4 + Qis а, 4,, 


ЕЗ 
Gig Gas uy + а, % Aos H % 0, tse 
а“, OS, los + а, Daa (ae + а, (an Hus 


Uis Bez (ax E Uis fan а„+ Gis Den Azs 


+++ + 


Mis A Don + а, d 0, E Ou fe Uys 


= (ad — be + cf)? 


0 а —ф с * 


= iud + be + cf)’ 
b-f 0 d 


— 0 —е —d 0 
5. Um den Coefficienten des Elements % in der Formel 
к= (1, э Xm) 


zu finden, bildet man 
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EE e Are Area ai 


= (9, A e eee, A) + 


Hieraus erkennt man den gesuchten Coefficienten 
(—4,7' (K, .,К—1) ohne und k. 


Derselbe Coefficient kann auch (wie 6. 3, 12) durch 


Die Summe 


1 E + а 5 д5 
кышуы D BER дашы 


ausgedrückt werden. 


0, je nachdem : und 4 übereinstimmen 
dem zweiten Falle entspringt die Summe 
n) die Numer 2 für 4 gesetzt wird, wobei 


hat den Werth S oder 
oder nicht“). Denn in 
dadurch, dass in (, . ., 
(, . . %) verschwindet (3). 

Der Differentialquotient 55 ist an sich 0. 
6. Wenn die Elemente der Determinante It so beschaffen 
sind, dass 


tik ee CITED im Sie ао una 
so ist zufolge der oben ($. Л, 2) gezeigten Entwickelung 
55) 


D 


7 


wobei 
а аң 


Da = | аң аш 


eine partiale Determinante mten Grades ist, deren Elemente den 


а = = ars, Bee = 0 


Bedingungen 
unterliegen, und Х D,, die Summe der Determinanten bedeutet, 


welche aus Dp entspringen, indem für 7, F,. alle Combinationen 
von je m aus der Reihe 4, 2, , gesetzt werden. 


*) Jaconi 1. е. 
**) CavrEY 1. c. Vergl. Crelle J. 50 p. 299. 
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Bei ungeraden m verschwindet Da ($. 3, 13), bei geraden 
m ist (4) 
D» = 


also T „ die Summe von ZS ) Quadraten. 
Beispiele. i 


a дүш gek aa) 


D 
U 
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d Zweiter Abschnitt. 


Anwendungen der Determinanten. 


$. S. Anflösung eines Systems von linearen Gleichungen. 


1. Wenn % „ . „ % homogene lineare Functionen der 
Variablen m; ,. . „ 7, sind, nämlich 


и = „ N. + Ain En 


Hau = 0,7 t.. + nn In 
so heisst die Determinante zten Grades der Coefficienten 
USEE a U 
die Determinante des Systems von linearen Functio- 
mem , n 
Wenn die Determinante R nicht verschwindet, so gehört zu 


jedem System von endlichen Werthen t4, .. , ½ ein bestimmtes 
System von endlichen Werthen а ,.. , %. Man findet 


a 


Aa >> An Heger reg 12˙ 


fun -> Han 4% + бк Ma nk... > З 


indem man in А die Ме Colonne mit aj. multiplicirt, und dann 
die übrigen der Reihe nach mit , 25, .. multiplieirten Colonnen 
zur Деп Colonne addirt (S. 3, 6). 


*) Јасон Det. 7. 
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Bezeichnet man den Coefficienten des Elements oe, in R 
durch az, so erhält man 


Нар == nm +.. an tunt 

Von der Summe out 24 +.. + олу wu, bleibt in der That 
nur das Glied Ho übrig, weil aj} i +.. + ank d% den Werth 
0 oder R hat, je nachdem / von E verschieden ist oder nicht 
(S. 35 ME 

Anmerkung. Wenn v eine andre gegebene homogene 
lineare Function von i, . „ % bedeutet, so lassen sieh be- 
stimmte Multiplicatoren Су, .. , C, angehen von der Art, dass bei 
beliebigen Werthen der & 

Сои +.. + Cup = Hv 

eine Identität wird. 

2. Die Auflösung des vorhin betrachteten linearen Systems 
kann auf die Auflösung des Systems von n linearen Gleichungen 


aio Ly + di Vi t.. Gu %% == 0 


Ano X, E %% X, +... + 4% 23 = 0 
gegründet werden, indem man ср: x, für a setzt. 
Man bilde nach Hinzunahme einer willkürlichen Hülfs- 
gleichung 
'а оо Ж + а X, +.. + Dun n = 0 


die Determinante (x+1,ten Grades 


400 ао nd Dan 
47% Чу, ал 

5 = == аз В, Т а R, + P + don ДЕ 
а Ani ii Qin | 


Multiplieirt man die erste Colonne in S mit ж, und addirt 
man zur ersten Colonne die übrigen der Reihe nach mit жү, 2, .. 
multiplieirten Colonnen, so verschwinden alle Elemente der 
ersten Colonne. Mithin verschwindet 5 25 und wenn a nicht 
verschwindet, so ist 5 = 0. 

Nun verschwindet ap By + aj Ri .. + a; Ry bei 


in H 


*) Diese Aullósung wurde zuerst von Leisniz angegeben, später von 
Cramer neu erfunden. Vergl. 8. 4 und 5. 2. 


Baltzer, Determ. 3. Aufl. 3 
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i=1,2,..,n (8.3, 3), also genügt man dem gegebenen System 
durch die Proportion 

ERU en Es dis di v HS HA 
unter der Voraussetzung, dass die Grösse Rọ, welche mit der 
oben 1) dureh R bezeichneten Determinante übereinstimmt, 
nicht verschwindet. 


Anmerkung. Bezeichnet man den Coefficienten des Ele- 
ments aj, in В, durch or, so folgt unter der Bedingung Rọ = 0 
aus dem gegebenen System 

Qio Gr Ou 4 T.. Ф Oy uu), m 0. 

Wenn nun 410 411 +.. + Ayo Ant nicht Null ist, so ge- 

nügen dem gegebenen System 
| а X, .. + du Dn = 0 
= о | 

am Tiy +.. ＋ 4% In = 0 

Wenn aber aio Gu +.. + apo Ga = 0 ist, so genügen die 
Werthe жу, 2; ,.., n, bei welchen n—1! unter den gegebenen 
Gleichungen bestehn, auch der nten Gleichung. Denn zufolge 
des Systems verschwindet 

— Ty Ban Ga +... + Gas am) = orm Lp dn Gan RR Gun Bay 

d. i. (G, 2, 4 .. + äu % A1 

3. Auflösung des Systems (1) щш —0,..,u,—0. 

J. Wenn die Determinante R = Х + ау . Gan nicht ver- 
schwindet, so wird dem System nur durch die Werthe 
ау = 0,.., % = 0 genügt. Multiplieirt man die Ме Colonne 
von В mit , und addirt man zur Меп Colonne die mit a, 
Xz, .. multiplicirten übrigen Colonnen, so findet man für Hx, 
eine Determinante, deren kte Colonne verschwindende Elemente 
hat. Daher ist Raj = 0. folglich 2р = , in Betracht dass H 
nicht verschwindet. 

П. Wenn die Determinante R verschwindet und eine par- 
tiale Determinante n- ten Grades nicht verschwindet, so wird 
dem System der Gleichungen durch die Proportion 

2 = auta: RU 
) Jacosı Det. 7. Die Gleichung R = 0 heisst nach Brzovr Hist. de 


l'Acad. de Paris 1765 p. 288 die Resultante der linearen Gleichungen 
Ww =оф,.., % == 0. 
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genügt, in welcher aj, den Coefficienten des Elements ai in R 
und : eine beliebige Numer bedeutet. Denn die Summe 
Aki Xu F.. + Gin Tin 

verschwindet für irgend welche Numern ; und & aus der Reihe 
| bis n (8$. 3, 3). Das System и; = 0,.., u, = 0 ist einfach un- 
bestimmt. Die Werthe 2, , 25,.., welche n—1 beliebigen Glei- 
chungen des Systems genügen, genügen auch der letzten Glei- 
chung des Systems. 

Ш. Wenn die Determinante R und alle partialen Determinan- 
ten n- I)ten bis (m-r-1)ten Grades verschwinden, und eine par- 
tiale Determinante mten Grades 2. B. 32k a,,.. amm nieht ver- 
schwindet *), so ist 


| >> Dien Ü % i Datt. + ün En 
— 

am -- mnm dn i m o + Gen 

Gi -- Aim Ob mi. mai o + An Za 


als Summe von n—m partialen Determinanten /m4-1;ten Grades, 
welche nach der Voraussetzung einzeln verschwinden. Bezeichnet 
man die Coefficienten, welche die Elemente der letzten Zeile in 
der verschwindenden Determinante haben , der Reihe nach durch 
Pis P25-- Pm P, So hat man dl) 
9 d ras Ber Al Emo Ss Soo BM os EO e 

Die Grössen p,,.., bn sind homogene lineare Functionen von 
IMI. Ou und unabhängig von i. Also genügen die den Glei- 
chungen ш = 0,.., Up = 0 genügenden Werthe 2,,.., Im 
auch jeder andern Gleichung des gegebenen Systems, und das 
gegebene System ist (n - m) fach unbestimmt. 


4. Bei besondrer Beschaffenheit der Coefficienten giebt es be- 
sondre Methoden zur Auflösung von Systemen linearer Gleichungen. 
Wenn die Coefficienten des in (1) betrachteten Systems von 
der Art sind, dass 
Gg — — Gi, а= 0, 
und wenn n gerade ist, so hat man nach den Sätzen und Be- 


zeichnungen von $. 7 die Auflósung "") 


*) Die Behandlung dieses Falls und die Ermittelung seiner Bedin- 
sungen verdankt man KRoNECkER. Vergl. $. 5, 4. 
** Jaconi Crelle J. 2 p. 356. 


5* 
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(—4)*(4,2,.., n) xy Œ u, (2,.., K-, K, „ n) и, (3, „ 1, I, n, 4) 
e eee e eee Л 
Multiplieirt man nämlich die gegebenen Gleichungen der Reihe 
nach mit 
(2, .., Kk - 1, KTI, n), (3,.., kA, kp 1, „n, 1, , (4, . „ - J, ERA, „ n—4 
und addirt die erhaltenen Gleichungen, so bekommt c, den 
Coefficienten 
Gk (2, n + а, (3,.., ,) + + %% 0,..,n—3), 
dessen Werth durch . 
— (hk, 4,..,К—1,К+1,..‚, n) 
dargestellt werden kann ($. 7, 4). Indem man noch A mit 
1,2,..,A—1 vertauscht, erhält man für den gesuchten Coefli- 
cienten ($. 7, 3) 
(—4)*4,2,.., а 
Dagegen hat 2; in der erhaltenen Summe den Coefficienten 
— (54,.., K I, A. a n), 
welcher identisch verschwindet. 


9. Wenn die Coefficienten des linearen Systems von der 
Art sind, dass ' 


get = — а, аң = 0 
und n ungerade ist, so ist А = 0 18. 3, 13), und den gege- 
benen Gleichungen wird im Allgemeinen nur durch unendliche 
Werthe von тү, &, .. genügt, welche zu einander bestimmte 
Verhältnisse haben (2, Anm. 

Wenn jedoch die partialen Determinanten n-ten Grades 
gut, gät: deren Verhältnisse zu einander von & unabhängig 
sind $. 6, 5), und die Werthe a, A... der Bedingung 

WU, %% + ua t.. t % % = 0 
genügen, so ist wenigstens eine Gleichung des Systems über- 
flüssig und das System der übrigen Gleichungen nach (4) auf- 
lósbar. 

Vermöge der Identität '$. 7, 4; 

Wü = (i1,.., n, 3, .. fei: (Abu „ n, 4,.., k— 4) 
reducirt sich jene Bedingung auf 


ee 


=) Jaconi 1. c. 
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Beispiel. Unter den Gleichungen à 
E су —bz = f 
— C * +az = д 
bx —ay ме Se A 
folgt eine aus den beiden andern, wenn 
af + bg + ch = 0, 
ausserdem wird denselben durch unendliche Werthe von m, 
y, z genügt, die sich zu einander wie a : b : с verhalten, vor- 
ausgesetzt dass keine der Grössen o. b, c verschwindet. 
Andre lineare Systeme von besonderer Art werden unten 
N. 10) aufgelöst. 


F. 9. Lehrsätze über die linearen Differentialgleichungen. 


1. Die Coeffieienten einer linearen Differentialgleichung 
nter Ordnung, welche kein von der Function unabhängiges Glied 
enthält, können aus n particulären Integralen derselben in ähn- 
licher Weise zusammengesetzt werden, wie die Coefficienten einer 
algebraischen Gleichung aus den Wurzeln derselben“). Wenn 
nämlich yj, Y2,- % partieuläre Integrale der linearen Diffe- 
rentialgleichung 

o S % %% a y +. % уб) 
bedeuten, wobei /, y",.. die Differentialquotienten der Function 
y von x und die Grössen 4%, 4, . . „ t, von y, /, .. unabhängig 
sind, so werden durch das System 


% e ee 


а, Уһ + 0 /, t.. + % / m 0 


die Verhältnisse der Grössen «o, «,.. zu einander bestimmt 
F. 8, 2). Man bilde die Determinante (n+1 ten Grades 


АА а е 
DI ne FE 
Lee? 
e Mé s ga o Pe 3 
vi Fr 
*) Vergl. Lıgxı Crelle J. 40 p. 489 * * 
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und bezeichne durch т; den Coefficienten, welchen in der Deier 
minante das Element y(® hat, so ist 

CIUS no Uia c BN S TER D 
Diese Determinanten nten Grades sind aus den m particulüren 
Integralen und deren Differentialquotienten zusammengesetzt. 


2. Wenn y,,..,y, partieuläre Integrale der Differential- 
gleichung 
0 = a cay . 4 a, VO 
sind, so hat man insbesondere 


(ч — 1) 


e УА Аш | © уу E ze 


Yn Yn' uu 1 y, CO Vn Va! Ki N 


Nun ist der Dividendus der Differentialquotient des Divisor 
(S. 3, 15), folglich *) 


Я Un ED. cus ym | 
а 
a ый eS n-a 
dr log s ET í n, 
| Yn n А 
U, ж wu ^E Г dr 
Ge z = e An 
a el 


3. Die Integration der linearen Differentialgleichung nter 
Ordnung 
(I) acayd-ay-ct. + 4% %, 
worin d, Ag, di, .. von y, y, .. unabhängig sind, lässt sich auf 
die Integration einer linearen Diflerentialgleichung (n — miter 
Ordnung reduciren, wenn m particuläre Integrale der einfacheren 
linearen Differentialgleichung nter Ordnung 


(Ш) =a yta у +... a, у 


gegeben sind. Lasrange (Miscell. Taur. 3 p. 179 hat diesen 
Satz 1764 ausgesprochen und die Möglichkeit der Reduction 
nachgewiesen. Die Reduction ist von D’ALemsert (l. c. p. 381 
in kurzen Umrissen ausgeführt worden, mit dessen Verfahren 


*) ABEL Crelle J. 2 p. 22. Vergl. MatwsTEN Crelle J. 39 p. 94 und Tissor 
Liouv. J. 47 p. 478. 
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1лвкгѕ Abhandlung über diesen Gegenstand (Crelle J. 10 p. 185 
im Wesentlichen zusammentrifft, Nachdem mit Hülfe der Deter- 
minanten von MarwsrEN (Crelle J. 39 p. 91) die Ableitung des 
allgemeinen Integrals der Gleichung (Ш) aus n—1 particuláren 
Integralen derselben gezeigt worden war, hat JoacumwsrmaL 
(Crelle J. 40 p. 48) auch die Reduction der allgemeinern linearen 
Differentialgleichung (I) durch m gegebene partieuläre Integrale 
der Gleichung (И) auf analoge Weise ausgeführt. Das hierzu 
dienliche Verfahren ist zum grossen Theil bereits von LAGRANGE 
vorgezeichnet, der in einer spätern Abhandlung ‘Mém. de Berlin 
1775 p. 190 das allgemeine Integral der Gleichung (Г durch n 
particuläre Integrale der Gleichung (H) dargestellt hat. 


Wenn die von x abhängigen Grössen y, , Y2, .. , Ym gegebene 
particuläre Integrale der Gleichung (I; bedeuten, so lassen sich 
ebensoviel Functionen von x, welche durch b; , 55, .., bm be- 
zeichnet werden, durch Auflösung einer allgemeinen linearen 
Ditferentialgleichung (n—m)ter Ordnung und durch m Quadra- 
turen dergestalt bestimmen, dass 


y zb Vy + 5,5, + ‚+ bn Vn 


das allgemeine Integral der Gleichung (I wird. Bezeichnet man 
nämlich 


dk o d b; 
—% durch Hoi Ët durch du, 
dr dr 
so erhält man 
y = b Yn +. bn Non 
ШУ = b, Vis + + + by Ут: 


gioco = b, Vim —1 c meets bm Yman — 1 
unter den Bedingungen 
bu э, +.. + dm Ym = 0 
bi Yn +.. + б Ym 
| 


T Vin - 2 1 + WI Ymm-ı = 9 


Ш 
> 


durch welche die Verhältnisse bj : 03, : bau `. bestimmt werden. 
Ferner erhält man 


у? = b, Yim Ber Уят “ОО, 
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- 

© 

Red 
Kai 
w 


wo 


Di engen Та bm Vn = 5 
eine bestimmte Function von . Ebenso ist 


qii? on m b Vinci F.. + by, Ymm+ Ф zk E 


wenn 
> dz h 
bin Yom SE а Smm MES ck e 5, 
EE b, Vim x 2 +.. + 5% Im. m ＋ + 3 + 211 ＋ Ze 
Wenn 
б $ — ge EZ bk s 
Un Vim +1 +... + Om Haan SE 22, e ES 
ye = b, 5 б Ymn +. m". 
T 21 met +.. + nen 2 
Wenn 


bu Mio weert sh boa Maan = nm: 


Inden: man diese Gleichungen der Reihe nach mit oa, ou... 
multiplicirt und dann addirt, so findet man vermöge der über 
Vis Y2; : Hun gemachten Voraussetzungen 


а = 05 Ou. + ааз" +.. +a” 90 
+ % i 51 + 4% 2 511 t.. +a, men 
+ d 2 22 1. ty Baam 2 


+ 4 on 


als Bedingung, unter welcher bi y, + Бу ya +.. + % Ym ein 
Integral der Gleichung (P ist. 

Zur Berechnung der Grössen б, . . „ bm, 33; z5,.. bilde 
man die Determinante mten Grades 


Yi Vua uu: Vim — 2 Yip 


Ym Sun ue amea Ошо 
und bezeichne durch у; den Coefficienten, welchen in A, das 
Element 7;, hat. Wenn man die Йе Zeile mit b multiplieirt und 
zu ihr die übrigen der Reihe nach mit 5j, , da, ,. . multiplicirten 
Zeilen addirt, so verschwinden ihre Elemente mit Ausnahme des 
letzten, welches einen der Werthe z, 31, 22 „ annimmt. 
Also ist 
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Die Grössen су, сә, .. sind gegebene Functionen von x, mithin 
werden, nachdem z gefunden ist, bi, b2, .. durch Quadraturen 
herechnet. Durch Differentiation findet man 


TQ = 604267 
zi = cis ＋ #@с X + ср” 
Za == 042480542 436043" cj 5" 
folelich ist 
E 


+ ampal E 3 cus EE SO 570) 


+ 
> 
= 
ц 


+ 


die lineare Gleichung (m—n ter Ordnung, welcher die Function 
z zu genügen hat. Aus dem Werth von z lassen sich dann die 
Functionen b, 53, .., Du berechnen, so dass 


b y, tb y „ + be Yn 


ein Integral der Gleichung U wird. Da in den particulären 
Integralen yj, 05, .., Ym nach üblicher Voraussetzung unbe- 
stimmte Constanten nicht vorkommen, da ferner das allgemeine 
Integral = der zuletzt gefundenen linearen Gleichung u- m un- 
bestimmte Constanten enthält, und durch m Quadraturen bei 
der Berechnung von бу, ba, .., b,n andere m unbestimmte Con- 
stanten entstehen, so hat das gefundene Integral der Gleichung 
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(D die erforderliche Anzahl von n unbestimmten Constanten, 
wodurch es als das allgemeine Integral der Gleichung (l) er- 
scheint. 


4. Die lineare Differentialgleichung, welche zur Integration 
der gegebenen Differentialgleichung zu lösen übrig bleibt, ist im 
Allgemeinen nicht lösbar, wenn sie die erste Ordnung übersteigt. 


Also kommen besonders die Fälle т=п und m = n - in 
Betracht. 
Für m =n ist а = a, 5 und т; der Coefficient von / in 
En Em ARE Yın-ı 


„ш, = 
Yn Vm + Yman-ı 
a 
ba Rai = ms, bi = ый да 


4. g> ' 


folglich ist das allgemeine Integral der Gleichung (I) 


"a an, any 
у=. 4 +3, f. dr+.. +y fa 
0 ад B, SCH E a, Ry ==й|! Zo an En —1 


wie LacnawcE a. a. O. bemerkt hat. 


Für т=п—1 ist aza,. ,2-ra4(c z4-z') und ½ der 
Coefficient von ½% in 


|^ Vu 00 Yın-z Viu 
R, = ! 
ege In = Ii ЕСЕГЕ 
с, = Raa 
Ra: 


Nun ist , , der Differentialquotient von Й, з ($. 3, 15) 
folglich 


ай. = а„._,К„_,„5++@„\В„ 12+, Lus = a HS 22 1 4% (H, 2 
Zur Auflösung dieser Gleichung bedarf man eines particulären 


Integrals v; der Gleichung 0 = ари % , nämlich 


l de 
и, = е * 2 


Setzt man nun das zunächst gesuchte allgemeine Integral 


An 2 2 = ире, 
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folglich nach der angenommenen Bezeichnung 
(R,_.2’ = uu t, + 0 
so erhält man, weil , 1 14 + a, t4; nach der Voraussetzung 
verschwindet, 
R 


à 
п — 2 
aR,„_. тв 0,4 о v = SS e 
1 — 2 HU mS l J 


mit einer unbestimmten Constante. Zur Bestimmung von b; hat 
man endlich 
NEL, u, ti 
Da = m äh 
8 R 


и tv 
pg = ёх 
i 1 С 


mit je einer neuen unbestimmten Constante, so dass 


у —b uy +... + bni Yni 


das allgemeine Integral der Gleichung (I| ist, wie JoachimstnaL 
(1. с.) bemerkt hat. Den besondern Falla=0, in welchem v, 
selbst zur unbestimmten Constante wird, hatte Магмѕтёх (I. c.) 
früher analog behandelt. 


$. 10. Product aller Differenzen von gegebenen Grössen. 


1. Wenn man in der Reihe der Grössen a), 4, . , a, jede 
von allen folgenden subtrahirt, so erhält man 4n (n--1) Diffe- 
renzen, deren Product 


(42 — a) (4 —a) (34, — 41 


V 


(an а 1 
durch 2 (ai, . „ 2.) bezeichnet wird. Dieses Product redueirt 
sich auf eine Determinante nten Grades, deren Zeilen geome- 
trische Progressionen enthalten, nämlich“ 


*) Cavcnv J. de léc. polyt. Cah. 47 p. 48. Analyse algébr. Ш, 2 und 
Note IV. Jacos: Crelle J. 22 p. 360. Das Product der Differenzen der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung war von WARING , LAGRANGE, VAN- 
DERMONDE betrachtet worden. Bei dem Letztern findet man den besondern 
Fall des obigen Satzes 

(b — a)(c - a)(c — b) = ab? — аф + bc? — b'e + са? — са 
Hist. de l'Acad. de Paris 1774 p. 369. 
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Beweis. Das Product 27 ist alternirend ($. 1, i). Wenn nun 
21 420 A0 .. ein Glied von 27 ist, so ist fatas.. ein Glied 
von — J, folglich — 0510 a°.. ein Glied von 4. Diese beiden 
Glieder von J sind entgegengesetzt gleich, wenn die Exponenten 
u und b einander gleich sind. Also braucht man, um alle Glieder 
des Products zu bilden, für die Exponenten a,b,c,.. nur 
verschiedene Zahlen zu setzen, und zwar Zahlen der Reihe 
0, 1,..,n— 1, weil kein Exponent den Werth n erreichen kann. 
Die Glieder, welche aus 

Cice ОТТО, 

durch gegenseitige Vertauschung der Exponenten entspringen, 
lassen sich auch durch gegenseitige Vertauschung der Dignanden 
ableiten, und sind daher Glieder von 27 oder von — 4, d. h. 
positive oder negative Glieder von 27, je nachdem sie durch Per- 
mutationen der einen oder der andern Classe entstanden. Also 
ist das Product 27 von der Determinante 


БЕ с RM a 


nicht verschieden (S. 2, 2). 
n(n—1) 
Von allen 2 2 Gliedern des Products bleiben nur 
1.2...n übrig, also 
bei 3 Grössen 6 statt 8 
» 4 » 24 D 64 
» 5 " 20 » 1024 u. s. W. 

Beispiel. 

ДЕ en e 

(0102. — ef (m B, — 2 0 %% f, — 4 f 42 4252 82 

(äs ж, 8; 

2. Jede ganze alternirende Function der Variablen о, 
43,.., X4 ist dureh das Product der Differenzen 4 (a, , An 
theilbar*). Denn durch die gegenseitige Vertauschung von 
irgend zwei Variablen erhält die Function den entgegengesetzt 


*) Cauchyv |. c. p. 46. 
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gleichen Werth; daher verschwindet sie, wenn die beiden 
Variablen von einander sich nicht unterscheiden $. 2, 4); also 
ist sie durch die Differenz derselben, mithin durch das Product 
4 theilbar. 

Der Quotient der ganzen alternirenden Function durch das 
Product der Differenzen ihrer Variablen ist je nach der Anzahl 
der Dimensionen entweder eine von den Variablen unabhängige 
Zahl, oder eine (permanent; symmetrische Function der Va- 
riablen. 

Z. B. die Determinante (I; EE 410% .. 4,"—! ist eine 
ganze alternirende Funetion von ebensoviel Dimensionen als das 
Product . Der Quotient der Determinante durch das Product 
ist 1, weil das Anfangsglied der Determinante mit dem Anfangs- 
glied des Products auch dem Zeichen nach übereinstimmt. In 
der That ist ($. 3, 6) 

\% = wu % | ДЕ En 


| , Я 5 
|4 а, o 0 a,—a, aa" 


2 ы D 2 

1 | H 23 — 41 43 A . 

2 2 

1 Qa, «++, 

= ( — A1) (As - 1) . 4 «a aa 2, L 45 
2 
Joie дЫ 
== 2 
(42 — A) (A — ) "TL ee л, 


u.s. W. Andre Beispiele solcher Quotienten kommen im Folgen- 
den vor. Die allgemeine Berechnung derselben ist von Jaconi 
Grelle J. 22 p. 365 gezeigt worden. 


З. |. Wenn g; (x) eine ganze Function йеп Grades von 2: 
ist, in der die höchste Potenz den Coefficienten 1 hat, so findet 
man“) 


nl 1 


ул НЕГ Pu-i la) | har rr a 
* = 41 


A e, FATIN 14 an 8 


) BoncHanpT über eine Inlerpolationsformel. Abh. der Berl. Acad. 
1860 p. 4. 
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indem man zur letzten, vorletzten, . Colonne in 4 die mit den 
erforderlichen Coefficienten multiplieirten voranstehenden Colon- 
nen addirt ($. 3, 6). Wenn die höchsten Potenzen von x andre 
Coefficienten haben, so ist die Determinante 4 mit dem Product 
dieser Coefficienten zu multipliciren. Wenn z. B. 


so findet man 


Séi - ME 
Towers 


Und wenn o = х, Eee ® = An-, so ist 


„5 are, nA) 


©) 


fan- (etr) 
a A 
П. Wenn 9, (20) == ait G£ +.. ＋ 4% ! ist, so 
hat man 
ИУ сЕ) 


= 5 4 
= he UP A .. а 


n 1 
% in n 1 (A 
nach der Multiplicationsregel '$. 5, 1 
Dem angegebenen Lehrsatz steht ein allgemeinerer zur Seite. 
Wenn 
Fl, ai = Чы) + уу+.. + ae 
= Xa дї y* 


eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man für ; 


und k alle Zahlen von 0 bis n— | setzt, so erhält man bei noch- 
maliger Anwendung der Multiplicationsregel **) 
ZEER bi) 219 Е (25, An) 2 E 400 es In ara. .; gel ef (B5. . Bn) 


*) Vergl. $. 3, 7. Stern Crelle J. 66 p. 285. 
**) BonchaRDT Berl. Monatsbericht 1859 p. 378 und Crelle J. 57 р. 112. 
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4. Wenn man das Product aller Differenzen der Grössen 
04,,.., Ga mit dem Product aller Differenzen der Grössen 
8,,.., 8, multiplicirt, so erhält man eine Determinante nten 
Grades. Nach der Multiplicationsregel (S. 5, 6) ist 


Many ya) Aids n 
1 Ж а le e Ga > in 
| „ Ж ЖАШ, Bia ss feos Cu -> Cnn | 


wenn 


T 1— 4 % 
cr = \ 4% ABE gen = LE 


> fr 
oder wenn 
Cik = а Er . xul ug Fir 
Insbesondere ist 
50 81 51 1 
" Б. TEE E 
Mas, = = 5, 
Sn-ı Sn zn - 2 
wenn 
5; = di T aa . фо. 


Denn in diesem Falle reducirt sich das Element cj, der zu bil- 
denden Determinante auf die Summe der (i+k--2)ten Potenzen 
der Grössen ai, . , ap. 

Allgemeiner hat тап **) 


f. Si Sm —1 

5 „ Im 
Z[40,25,. 2. = = $4 

n i Sm > + Sam-2 


E ; o A a 
wenn die Summe die sämmtlichen E ) Glieder umfasst, welche 
/ 


aus dem Anfangsglied 2 (оу, a9, .., Am)? dadurch entspringen, 
dass an die Stelle der Grössen e, 25, .., a, je m verschiedene 
aus der Reihe af, ., a, gesetzt werden. Denn unter der Vor- 
aussetzung 


) Caucuv Exerc. d' anal. 2 p. 169. 
*) CayLEY Liouv. J. 44 p. 298 und Boncnanpr Liouv. J. 42 p. 58. 
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ist die durch S, bezeichnete Determinante in eine Summe von 
Quadraten zerlegbar §. 5, 2), nämlich 


| Ca .. Cim 
Sm = 


| A 
‚Саа coc Cmm. | |! Am >- Im j 


wobei das Summenzeichen die angegebene Bedeutung hat. 


5. Ebenso wird die umfassendere Summe 


= 1x0) e a)?! 


durch die Determinante mten Grades 


t, t t. - 1 
ы hd ^ 
| ly, =) On M 4 loy, 2 


ausgedrückt“), wenn у % gegeben ist, und 
t, = af Y (a1) . . + 4% %% - 
Setzt man insbesondere 
(1) хо) = i ( — 4, 


*. = b au .. + % 4% 


so wird Lu = ш, — u,44,, und die Determinante T lässt sich 
in eine Determinante m= tten Grades transformiren, wie 
folgt **). 

Nachdem man jede Colonne mit — ! multiplicirt hat, findet 
man i$. 2, 7) 


uo u, 1 

u-—tUux и, — ½ X 0 
Ts 

Hu — % —1T Чука MW . . 0 


Addirt man zur zweiten Zeile die mit ꝙ multiplieirte erste Zeile, 
so behält man in der zweiten Zeile 


u, uc E. Lots 2. 


% JoacuiwsrHAL Crelle J. 48 р. 394 und Boncuakbr über eine Inter- 
polationsformel p. 8. 
** Vergl. Jacosı Crelle J. 30 p. 129. 
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81 


Wenn man diese mit x multiplieirt und zur dritten Zeile addirt, 


so behält man in der dritten Zeile 
и, u; ot Unti zx, 


u. 5. w. Daher ist unter der Voraussetzung (I) 


He 201 Ha бз 1 
и u, WC x 
\ 2 т 
Т = 
m 
Un Un +1 * e Чо = * 


Setzt man ferner 
Ш) a) = Ь;(@— 4% ly — e) 
so wird 


u — Uy. — Mat m Mapi T "Oy 


und die Determinante T kann in eine Determinante (m-4-2,ten 
Grades transformirt werden. Man hat nämlich wie vorhin 


1 u— uT и, — uc 
pr 0 u. — we — (и, — % 0% U, — UE — (и, — U L) Y 
| 0 w,— ur —(u —ux)y U, — wv — (и, — 4 0 1 
1 ч, — ur + Un — Un? 
— EN и, — UE on Mon A1 — Hanff 
m 
у Han X s. Um — Us L.C 
0 4 0 | 0 1 cz а" 
лч а= DERE | 1 ш u Uy, 
=- у wu WU и = "i Lak: KEN 
> m 
| У Us Ung. Ham 


6. Unter der Voraussetzung 


C ³˙¹Ü—ꝛT. + era, 


ал (x —a)(r—^2).. (@—а,) 


kann die Determinante mten Grades (4) 


б = d „ 


Sm 1 Sn E et Sm —1 


Baltzer, Determ. 3. Aufl. 
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durch die Coefficienten von Co) ausgedrückt werden. Man bilde 
aus den m—? Zeilen 


d 5. 
0 4 0 
0 909 


und aus den m folgenden Zeilen 


U, gg TE e Son 
MO a 39 Аа 5 

On. E сатта С, 
UL Oy aC oum LEID DEO 


ein System von (2 —2)? Elementen, dessen Determinante von 
S,, nicht verschieden ist ($. 2, 6). Die Colonnen dieses Systems 
werden transformirt, die erste, indem man sie mit a, multipli- 
cirt; die zweite, indem man sie mit a, multiplicirt und zu ihr 
die mit = multiplicirte erste Colonne addirt; die dritte, in- 
dem man sie mit a, multiplicirt und zu ihr die mit a ,, a4. 3 
multiplieirte 2te, Ite Colonne addirt; u. s. f. Dadurch entsteht 
das System der m— 2 Zeilen 


ün ад -— ün =j 
0 y ün -1 
0 о ал 


und der m—1 folgenden Zeilen, die mit m—2, m—3,.. Nullen 
anfangen, 
Qe" . 0 an So Gns Жа 


a Ма adri Gra t а аа 
. 


und der Schlusszeile 

an s: 015% + Q4 Anss + An-ı + 0458 
Die Determinante dieses Systems hat den Werth o, DIS. 
(8. 3, 4. 6), und die Elemente können mit Hülfe der Newrox’— 
schen Identitäten *) 


*) Newron Arithm. univers. ed. 's Gravesande p. 192. Man leitet die- 
WE 
Toi 


selben am einfachsten aus der Identität der beiden für sich dar- 


bietenden Ausdrücke ab. 
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an So - пад 
aps, + % % = (n- a, i 
0,5, + a, 18 + 4% 2 8 = ln - 20a 2 


reducirt werden. Für die Schlusszeile hat man, weil s; = п ist, 


ад = — 1.21 
ап$ + 015 = — 2 2 
Demnach findet man 
аң а —1 9-2 
0 аһ Da —\ 
0 0 ün 
бег, Sn = 
0 па, n 1)а 1 
пад n- an- 1 (n—2)a4—, 
аһ 904, За – з 


eine Determinante (2m — 2)ten Grades, bei welcher die m — 2 
ersten und die m — folgenden Zeilen in Bezug auf die nicht 
verschwindenden Elemente übereinstimmen. Insbesondere ist 


s | шр KAN EE | 
— a, S, = 
n 2 I 
an an-z 
an Os —1 An—ı Os —3 
9 na, (n—^4)a, 5, (n- 2) 4% 
— a, S, = у с | 


na {(з—4)а„_, (n- 24 — 2 (n - 3) % 3 
an —- 1 Bän. 2 34 —3 һа, 


- 


7. Das Quadrat des Products von allen Differenzen der 
Grössen di, a9, . . Ga (4) 


S, = lan, Hax en . 
kann durch Werthe der Differentialquotienten der Function 
fa) = aye — 41) (E — 4) (ш — an) 


ausgedrückt werden. Man hat nämlich 


H 


fa) = @ (1 — a½ (a — 4) (41 — 4% 

fa) = m — , an la: — 4) . (a — 45 

Flas) = (as — 41) (ae — m) an eo. (3 — ta) 
6* 
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folglich *) 
n(n—1) 
fa en ==) " а" Ale, ug? 
Ebendaher findet man für m <n 
m (m —1) 
Pal ..f'm, = = * аар 


wenn durch Р das Product aller Differenzen der Grössen 
al, . „ & von den Grössen (Subtrahenden; % i be- 
zeichnet wird. 


› €n 


Beispiel. Wenn s,,..,2, die nten Wurzeln von 1 sind, 
so ist 
Nee, fe ex AZ, En ien S MO 


(n —ı)(a — 2) 


2 


May? = (1) п", 


Und wenn a, = 1, so hat man 


= Ai Ку (n —1)(n—2) 
Ma m Fe A = (—1) 2 zer 


8. In der Determinante nten Grades 


п—72 
LEI ЧЕ S LER м, | 


hat das Element t; den Coefficienten 

[MT Ma ni Maio a): 
wie sich ergiebt, indem man die йе Zeile zur Schlusszeile 
macht (8. 3, 4j. Nach der angegebenen Bezeichnung ist 


da, , e Sall 
(4 — 0) . (оро) (ie Ai. (4% — d. 


Ian, yo uir 0) Ж 


Bildet man nun 
fiz) = (z — 10 (Z — а). . (E — 4, 
f'a) = (4, a) .. (e; — 41 (a; — gä, (ni за) 
so findet man 


Шаха) 


ЕЕ e, аа Г" 


*) Салсснт J. де ec. polyt. Cah. 17 p. 485. 
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und daher folgende Entwickelung der gegebenen Determinante 


19 == (zi; +..+ =) V 
(a) un 

9. Bezeichnet man durch P, die Determinante, in welche 
P 8) übergeht, wenn a,” an die Stelle von и; tritt, so hat 
man *) А 
a^ 4 P 

Pie ts i FEST. 

Die Determinante P, verschwindet, wenn die letzte Colonne 
mit einer der übrigen Colonnen übereinstimmt. Also verschwindet 
die Summe der Quotienten für r = 0, 1,..,n—2. 

Die Determinante P, geht in das Product 4 über, wenn 
n - 1. Also hat für r = n — 1 die Summe den Werth 1. 

Die Determinante P, ist eine ganze alternirende Function 
von di, .., 4,, mithin durch das Product 4 theilbar (2). Also 
ist für r > n — I die betrachtete Summe eine symmetrische 
ganze Function Q, der Grössen а, . . „ a, von r— n+ | Di- 
mensionen. 


Wenn nun Фф (2) = d + 420 + mx? +... ist, so findet 


man aus 
а, wu + ES e 4 + = ) 
"Mind Ра Fa, 


N 
+ ne came 
E f'a) f'(n;) [' (a4) 
TE WT Ж ш а N 
"D (Ge "URS 6, ау) 
+ 


ra) CACA] 
Ca u. Г) 
und durch Addition der Zeilen den Werth dieser Summe, der 
verschwindet, wenn der Grad von ф(х, geringer ist als n—1, 
der aber 
y + а, Ола ee 


beträgt, wenn Ф (22) von einem höhern Grade ist“). 


*) Caucny l. е. p. 497. 
**) Den ersten Theil dieses Satzes hatte EvLEn Calc. integr. II $. 4169 


gegeben. Durch Jacom Crelle J. 14 p. 284 ist der Satz auf Functionen von 
2 Variablen ausgedehnt worden. 
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Anmerkung. Nach dem Fundamentalsatz über die ge- 
brochenen rationalen Functionen ist 


E л " SE Ga 
fd (2 47 fa) H (a — an) F (a 
Entwickelt man beide Seiten dieser Identitit nach fallenden 


Potenzen von z, so findet man 


81 En 
„5 4 
* ш; Plan) 


als Coefficienten von 577—1 *). 


10. Durch Entwickelung der Determinante ( 
1 n TI 


A Tos e) = 


n= 
1 eue Es 17 


nach den Elementen der йеп Zeile erhält man ($. 3, 3) 
Aa) = % ＋ 0% 41 . t da gét, 
Denselben Werth hat 8) 
(24) — fla) ra e BC ru о). 
Nun ist 
flai = en + Ci noce + Ci, CE aes E ur 
wenn man durch Cj, die mit dem Zeichen (—1)* versehene 
Summe der Producte von * verschiedenen Grössen der Reihe 


G . „ Qj i, ipis- 3n bezeichnet. Daher hat man die 
Identitát 


б = (Оов uere iar op 2) 
gi £ Cin-k 
BACH Jen 47 as) 


11. Aus dem linearen System 


Жү ne Paea cm 


Li kän tr... FR = Ms 
findet man nach $. 8, 1 


% (x, ,.., 4) = ½ du . + un / 


) Јасовт Disq. de fract. simpl. 4825 p.5. 
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mithin (10) 


Ki 
т, = —-C 


E 4, C 
"Ey c fa) "un - А + Fan) тн -K 


Wenn man zu dem gegebenen System die Gleichung 


т, EE . + %s = qa) 
hinzufügt, so erhält man (6. 8, 2) 
R 
= UU 
A c TERRE V. vue EE 
| FCC E 


In dieser Determinante hat g(z) den Coefficienten (ur, . Gel 


und w; den Coefficienten — 7(a,,..,0; 4, 2, Qipti- Gel, 
Nun ist 
"CERA Nm ed.) 2 e роли эю Geimer 
«f (an. tel ee) 


und nach der obigen Bezeichnung (8) 


Mi 47 f'a) 
folglich hat man *) 
и, fiz) Ha f 
(s) = 4 + 
Ы fa) 3 —2, ia) 3— an 


zur Berechnung der Function (n—1)ten Grades, welche bei den 
Werthen a,,.., a, von z die Werthe 4,.., и, annimmt. Die 
Unbekannte a; ist der Coefficient von z*—! in (z), und erhält 
den oben angegebenen Werth, wenn man 

fna 


5—9; 


= zx 0 d'a 
entwickelt (10). 


12. Aus dem linearen System 


p + S as PS = 4 
T, 1 zk e zb Ga Ga = { 
dyo Er т а" 


) LAdnANCE's Interpolationsformel (1795) J. де léc. polyt. Cah. 7—8 
р. 547, welche von dem Fundamentalsatz über die gebrochenen rationalen 
Functionen sich nicht unterscheidet. 
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erhält man ($. 8, 1) 


1 55 See 8 1 1 
а 45. 7 pom аш t “+1 
fi = 
GEO n—i n—1 —1 un 
a, 9 en са nr 
C U 


Setzt man beiderseits das ite Element ans Ende, so bleibt übrig 


„ 
ee 


13. Aus dem allgemeinern linearen System 


2, e y, = u 
3, ж +. . + nay = 
, 
n-] 2 nl __ 
z a, +... om = и, 


findet man nach der angenommenen Bezeichnung (10) 
Ty, , Aa) = Hun Ч ½ dg 
sa) = Ww CL. CL... ). 


In der That ist 
aen ZE ME as Сш sp ome E - 


eine Function, welche bei z = a; auf / (a,) sich redueirt und 
die bei den andern Werthen von z aus der Reihe a;, .., a, ver- 
schwindet. 
Anstatt der Grössen Cini, Cin—2, - - findet man, wenn 
fi) = 3 e, 
gegeben ist, andre Ausdrücke auf folgendem Wege“ “). Man 
bilde die Functionen 
ha) = 2 + С, 
S + Gë + С, 
Lais 2 + G7 + С,» + С, 


т» 
Ш 


*) LacrangE Mem. de Berlin 4775 p. 485. Caucuv J. de l'éc. polyt. 
Cah. 47 p. 78. 
*) Carcuy Anal. algébr. III, 1. Vergl. LacnaNcE Mém. de Berlin 4774 
Réflexions art. 490. 
*** LAGRANGE Mém. de Berlin 1792 p. 248. Vergl. SCHEIBNER Leipz. 
Berichte 1856 p. 65. 
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u. s. w. Dann hat man, weil 5* — 4 durch z — t theilbar ist, 


) = fu 


:- 1 


= fu il) fuis). weng 


und insbesondere, weil F (, f(x), .. verschwinden, 


fia 


- 75 Е c ＋ 1 
2 ët 


72 


e 


= [Б + [м „+... 
8 


u. s. w. Aus diesem System erhält man vermöge der gegebenen 
Gleichungen 


E 0 г, x 

fi) ! — + ZE, zb ca | 
(3 — 41 3 — 1, 5 — In 

= Rf + 4 /- 2 5) +.. + u. 


Demnach erscheinen жү, 25,.. als die Zähler der Partialbrüche, 
in welche man Ше gebrochene Function 
ufu 15) + u,fn— 212) +.. + u, 
fiz) 
zerlegen kann. Für 3 = а; bleibt übrig 


ri ap = %, Fam. % 
Hiernach sind die Ausdrücke / (а, fad... gleichbedeutend 
mit den oben gegebenen Cj, С, .., und enthalten die Grösse 
a; nicht, wie man bei ihrer Bildung bestätigt findet. 
Wenn insbesondere ш = 1, uy = t, uy = 12, ., ist, so wird 


B s 
faa Fu e. tegen ВИ 

1 — 3 
fa 
In- 1 (®) st Оа д8) „ a ie = 

ER 


in Lehereinstimmung mit (12). 


14. Eine homogene ganze Function der Variablen œ und у 
von ?л—1 Dimensionen kann durch (?n—1)te Potenzen linearer 
Functionen von ꝙ und y dargestellt werden, deren Anzahl nicht 
grösser als n ist”). Wenn die Function 


*) SyLveEster (Philos. Mag. 1851, II p. 394) hat diese Transformation 
gezeigt und den gesuchten Ausdruck die canonische Form der 
Function genannt. Ueber die canonische Form einer homogenen Function 
geraden Grades von 2 Variablen hat SvLvEsrER a. a. О. und Cambr. and 
Dublin math. J. 9 p. 93 weitere Untersuchungen mitgetheilt. Vergl. CAYLEY 
Crelle J. 54 p. 48. 
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а, 1 n 1 + он) n 2 4 "Se quA cen 


die Form 
(pz + 010) + (р, t gy) T s HN” 


erhalten soll, so werden die Unbekannten p, ,.., Pns qir- +» Oe 
durch ebensoviel gegebene Grössen do, . „ d= bestimmt. 
Wollte man eine homogene ganze Function von 2» Dimensionen 
in gleicher Weise durch ?nte Potenzen darstellen, so würde die 
Anzahl der Unbekannten von der Anzahl der für sie geltenden 
Gleichungen verschieden sein. 

Setzt man q; = a;p; und nl = bi, 
langte Transformation unter den Bedingungen 


so erfolgt die ver- 


а, == Dir +.. +b, 

a = (hs +.. + Bu ës 

а, = а +... + Bn än 
F353; Te = тёз eren, iod 


Um denselben zu genügen, bildet man die Function 
( — A1 . . (3 — 4% = Get C, .8 kt, в Сз”! + 2", 


welche verschwindet, wenn z einen der Werthe o, , . an- 
nimmt; demnächst aus der Iten, ?ten,.. Bedingung, indem 
man jedesmal die n folgenden Bedingungen hinzuzieht, das 
System von Gleichungen 


C, a, xs (o ena иба, ча = 0 
Са; + op +.. + Dën + алыу = H 
C18, E a EU Ta d ut 
und zuletzt die Determinante 
а, am as a E 1 + 
a а, Z 
ës ы ü m 
аһу 4% 42 —1 
1 Se S- e e 


Nun verschwindet С, R, wenn z einen der Werthe 1 ap 
annimmt; also sind 1, . . „ 2, die Wurzeln der Gleichung R= 0. 


Diese Gleichung gehört zu den oben (5) betrachteten. Die 
Grössen bi, . 0, werden aus den ersten n Bedingungen gefun- 
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den (13), und zwar bestimmt unter der Voraussetzung, dass die 
Wurzeln o, d, .. alle von einander verschieden sind. 


15. Wenn die ganze Function ot, ip) in Bezug auf 
jede der Variablen den (n-ten Grad nicht übersteigt, und 
wenn 

fa) = GE KE a . „ 
so findet man durch wiederholte Anwendung von LacnawGE's 
Interpolationsformel (11) 


1 — 1 
fih) һ Fla) (k. — an) 
" 2410, - -) РЕ узу, о, 
fi.) Flat, — 41 
L ы E glo, 21 s 49 


fit) . OU p 77 fan) t f'(y) ema (sc 2р) 


eine Summe von n” Gliedern, welche dadurch gebildet werden, 
dass man für ^, #,.., p alle Zahlen von 1 bis n setzt. 


Wenn insbesondere die Function ꝙ alternirend ist, mithin 
zu Ali, . fal ein constantes Verhältniss hat (2), so verschwin- 
det jedes Glied der Summe, in welchem die Numern А, 7, . , 
nieht alle vou einander verschieden sind, und man hat für 
h,1,..,p nur die Permutationen von f, 9,..,m zu Setzen. 
Dabei ist (7) 


2 


n(n — 1) 
Plan Р) Р) = [—4) Aa, an)? 
und der Quotient A %, aj, .., ny A - gel hat den 
Werth I oder — 1, je nachdem die Reihe A, :,..,p mit 
1, 2,.., n zu derselben Classe von Permutationen gehört oder 
nicht. Daher bilden die Glieder der Summe eine Determinante 
nten Grades, und man bat" 


р, 5а, аа еч - 4 1 


Г)... Г) E quM 


Anmerkung. Entwickelt man den Quotienten 


Pho- e fal 
fA fu 


*) Caucay (Exerc. d'anal. 2 p. 454) hat diesen Satz gefunden und 
durch die im folgenden Artikel mitgetheilte Betrachtung bewiesen. 
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nach fallenden Potenzen von l, .., 
Coefficienten von (fi 5 . . GL durch 


| db ciis ] 

(E. kee ent.) FU 

so erhält man auch in dem Falle, dass die Function ф in Bezug 
auf die einzelnen Variablen den (n—)ten Grad übersteigt, 


ln, und bezeichnet man den 


Wt e 4 PRICE gel 
ЕЕ (Шш Plan Die 
also insbesondere 
FA, ee] - pecu ae ital e 
| Г) ws f) Je mS = (Ai > NI) 
Lab: seg TR ve 
ORA Foi 


ESTE, e о”). 
Die Glieder dieser beiden Summen werden aus den Permutationen 


der Grössen оу, 09, .., а, gebildet. 


16. Dass die Determinante 
| 4 1 


һ —a | | 1. — 4 
de 
1 1 


Ig — 4 n — аи 


den angegebenen Werth /15) 


Р — MEE OMA a 

га)“. 3 fit) 
besitzt, wird durch folgende Betrachtung erkannt. Wenn man 
die Zeilen der Determinante С der Reihe nach mit f (f) , f 4), .. 
multiplicirt, so erhált man 


fit, Fita) 


DË bt >= 


133 la — tn 


eine ganze alternirende Function (2) sowohl von fi, . . „ n; als 
auch von ai, . „ 2, , und theilbar durch Sit; ,. . % (0, .., 04). 


*) Jacopı Crelle J. 22 p. 368. 
) Berti Crelle J. 54 p. 98. 


www.rcin.org.pl 


$. 10, 18. 93 


Der Quotient ist eine von den Grössen 4, . ., t, &,,.., ap UN- 
abhängige Zahl, welche sich dadurch ermitteln lässt, dass man 
den Grössen h, .., fe der Reihe nach die Werthe о, .., a, 
zuertheilt. In diesem Falle verschwinden alle die Elemente der 
Determinante , welche neben der Diagonale stehn; daher bleibt 


von der Determinante nur ihr Anſangsglied übrig, welches in 


n(n —1) 


fa) f' ( pun fan) = (—1) * lo эз» a)” 
übergeht (7). Also ist 


n(n —1) 
(ur 8 


der gesuchte Quotient. 


17. Der Coefficient yj; des Elements і іп der Deter- 


сте 
minante C (16) entsteht nach $. 3, 1 aus С durch Weglassung 
von /; und a; іп den Reihen i,,..., in und a4, . . „ oa, und durch 


Multiplication mit (—1)**^. Daher hat man 


Ve, "eh exito LESER NAL kl. A 2 


NM. (ek 3 
Yik = (—1) = (1) f (&) hit; AGE A AA 
lak 1 4% ( 1 4 . — 94 


Indem man noch die Function 
giz) = (x-—t)s—u) .. (2-6, 
bildet, findet man (8) 


4, Р: 1" р 
4 „h Ааа = угу 
ua i 1 — 4) (f. 1 — 4,4) . bn — 2 ( gei fog 


und mit Hülfe dieser Werthe 


tn) du.) Aal ) fügt — ^! 


va = UP UU COREL TCR  suafüe uu 
Yik pe Г) glaz 1 
@ 9, Paar 


18. Aus dem linearen System 


T, Фу, 


" pU ef, WR е шау 
bon, T t — ap ' 
2 d 
2 - + dh m m (Ha 
— а, mer; 
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findet man nach $. 8, ! 
Сар = щук te + Ha Mat 
mithin 7) 
) (fit) u a. Us 1" 


M ur Pe 7 „ГЕ П 
* " (ay) (g'() & — ak 906) l, — 3 


Anmerkung, Der besondere Fall, in welchem alle Zeilen 


und Colonnen des Systems 


4 4 
He Um om 


1 1 
- „„ E 
. — 4 Ju — a d 


harmonische Reihen sind, kommt in der Theorie der approxi- 
mativen Quadraturen vor :Gauss 1814 Comm. Gött. Tom. 3. 
Vergl. col Crelle J. I p. 301, SchEILBACh Crelle J. 16 p. 192, 
ScugmwER Leipz. Berichte 1856 p. 73, u. A.) und ist von 
JoacnmisrHaL Crelle J. 48 p. 411 neu behandelt worden. Vergl. 
auch Licowsxi Grunert Archiv 36 p. 181. 


19. Wenn man die Determinante (16 ff.) 
(pem. mro AE. HS Fin 
lj— 2 li — an 
nach £; differentiirt, so erhält man eine neue Determinante, 
welche von C dadurch sich unterscheidet, dass die Elemente der 
iten Zeile 
=i 1 
Ka an)” 


sind ($. 3, 15). Daher ist““ 
| P _ 
Er к=з] 


4 1 


„ = a)? ka)” | 
20. Wenn man die Determinante В durch die Determinante 


С dividirt, so erhält man 


) НХрЕккАМР Crelle J. 22 p. 484. 25 p. 482. LiOUVILLE J. 14 p. 466. 
Herne Crelle J. 52 p. 43. 
**) Волснлврт Berl. Monatsbericht 1855 p. 465 und Crelle J. 53 p. 193. 
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2 1 
0 ti — 4 (f. — a3. % — аьр) 


eine Summe, deren Glieder gebildet werden, indem man für 
h, i, .., p alle Permutationen der Numern 1, 2, .., n setzt). 


Beweis. Das Product 


fh) (05) i 
ВЫ). fin)? = SH Ss Jl 
ist eine ganze alternirende Function sowohl von 4, .., Je: als 
auch von ai, . „ 24, und theilbar durch 216... tn) 4(a,,.., Bal. 
Der Quotient ist eine symmetrische Function g(h,.., Gel, 
welche in Bezug auf jede der Variablen den (n—Ijten Grad 
erreicht und daher (15, durch 
3 AC TEETE 7 
ee A eege Ee, 
ee 


dargestellt werden kann. 


Wenn nun h, 5, .., bn der Reihe nach die Werthe a}, 
@;,.., ар erhalten, welche nicht alle von einander verschieden 
sind, so verschwindet 


ea hc 


gäe h)? е 
weil nicht nur В, sondern auch Да. verschwindet, während 
-z 


en 
z. B. (| und z mit a, zusammenfallen. Also findet man alle 
nicht verschwindenden Glieder der Summe, indem man für 
Àh,1,..,p alle Permutationen der Numern 1, 2,..,n setzt. 
Wenn aber 4, , . „ en der Reihe nach die von einander ver- 
schiedenen Werthe a, %,.., ay erhalten, so "bleibt von der 
Determinante 


nur ein Glied e [/' ( f' (a;) - . f (ap)]? übrig, während 
Map, a, . ap) in Edla, -s 23) 


übergeht. Daher ist 


*) Boncnanpr а. а. O. Vergl. ЈолснімѕТНАІ Crelle J. 53 p. 466. 
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glo, 4, „ 4% = | APRES == | mi-0 2 f'ap..f'ny, 
RAE 204. 0 


(A 


All) ар ў 


Anmerkung. Nach 19) hat man die Identität 


1 (-4)^ òc 


= (f, — a4) . . (t — «y) ke C MW, M, 


* SIMA) = 1 et 
Ahn refl Qt і. If) Lal 


| 

ы} ` 

Der Differentialquotient ($. 3, 15) ist der Quotient einer alter- 
nirenden ganzen Function von fi, . . „ n, dividirt durch f(t;? 
flia? Indem man denselben durch 4%, . , n dividirt und 
den Quotienten mit f{4) .. Cal multiplieirt, erhält man die 
erzeugende Function aller ganzen symmetrischen Functionen von 
den Wurzeln der Gleichung fíz) == 0. Denn die Entwickelung 
der Identität nach fallenden Potenzen von 4, . „ /, giebt einer- 
seits die symmetrische Function der Wurzeln 


d 


m, m m 
SS ЫЫ T о ge 


andrerseits den Ausdruck derselben durch die Coefficienten 
der Gleichung, worüber man in der angeführten Abhandlung 
weitern Aufschluss findet. 


21. Wenn F,(z), . . , Ё. (2) ganze Functionen und ,, £p 
veründerliche Argumente sind, welche für z gesetzt werden, 
so ist die Determinante ЕЁ, ау) .. F , eine alternirende 
ganze Function. der Argumente 24, .., 2, mithin durch das 
Product der Differenzen . 0, , .., % theilbar (2). Der Quo- 
tient kann unter der Voraussetzung m <n und dass keine der 
Functionen den n- ten Grad übersteigt, interpolatorisch aus 
den Werthen berechnet werden, welche die Functionen bei den 
gegebenen Werthen 41, .., 4, der Argumente annehmen. Be- 
zeichnet man durch 


"Diar Sa ek) 


das Product der mn Differenzen, welche durch Subtraction aller 
Grössen 1 . „ 4, von allen Grössen , . „ % entstehn, so ist 
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ХЖ Fay. Flo) = Fila . Falam) D lam e ho Bia eea Em) 


(x, Em) [4 Alts s , 2m) D (A aoo n A 4% 


eine Summe von (a) Gliedern, welche dadurch gebildet wer- 


den, dass man für ai, . „ «4 je m verschiedene Grössen der 
Reihe ai, . , a, setzt"). 


Beweis. Bildet man (2) = (5 — a) . . (= — ap), so ist (14) 


Еш) _ F. lz] Filan) 
q xx) q^ (a) (Lg — 2) Plan) (24 — 4, 


und nach der Multiplicationsregel (S. 5, 1) 


* Rm 4 Fm) 9р {> D LACH) y F, (24) 2 1 | 1 
т q (2) 3 (2) t qv) q ( ki — 0, Cm Хд 
Nun ist ($. 3, 4) 
2 El Fam) _ ZERE) i Кышы) 
q (2) n ml, . (0) 
ferner (7) 
min —1) 
q'(m).. % (an] = = "' fia, sss An Dlam i. 4 Ann An) 
endlich (46) 
2 * 1 Р Pc = rape ME, , - Geld. pel EE TERES 
* — 41 Zu Am len a B eier, E Т, tar) 
PR): qm) Ber 
Dia, Ж сш xd mag: анат, сла 


Durch Einführung dieser Werthe erhält man sofort den zu be- 
weisenden Ausdruck. 


Die Anwendungen dieses Ausdrucks, namentlich auf die 
Reste, welche bei der Entwickelung des Quotienten einer ganzen 
Function / (2) durch (z) in einen Kettenbruch entstehn, und auf 
die Nenner der Näherungsbrüche für denselben Kettenbruch, 
findet man in der angeführten Abhandlung. 


) Волснлкрт über eine Interpolationsformel. Abhandl. d. Berl. Acad. 
1860 p. 4. 


Baltzer, Determ. 3. Aufl. 7 
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6. 11. Resultante von zwei ganzen Functionen. 


1. Wenn z eine eigentliche nte Wurzel der Einheit bedeutet, 
deren Potenzen 322, . „ 2%”! von 1 verschieden sind, so hat eine 
ganze Function derselben n Glieder, z. B. 

qiz) = а taz +. n. + ay 2") 
Diese Function *) ist ndeutig, mithin eine Wurzel einer bestimm- 
ten Gleichung nten Grades, deren Coefficienten von z unabhängig 
und ganze Functionen der Grössen a sind. 

Um die Gleichung q(z) — u = 0 unabhängig von = darzu- 
stellen, bilde man unter der Voraussetzung z" — 1 das System 
J — ½ O, a) - zu = 0,..,2" 7 %%) — u= 0 

oder 
0 = а-и + аз + % +t.. 
0 = а + (4% — 1% + az +.. 


u. s. w. Zufolge dieses Systems verschwindet die Determinante 


4% - а „ 
ut. Шо n 
2 = |" 
а, а, „ „ в„—ч 
Denn wenn man z. B. zur ersten Colonne die mit z, z?, .. mul- 


tiplieirten folgenden Colonnen addirt, so verschwinden alle Ele- 
mente der ersten Colonne. Also ist ф(х) eine Wurzel der Glei- 
chung y(u) = 0, und wenn man die nten Wurzeln von 1 durch 
„ Ga bezeichnet, so werden alle Wurzeln der Gleichung 
x(u) = 0 durch o(a), .., ф(а,) ausgedrückt. 


2. Das mit dem Zeichen (—1)" versehene Product der 
Wurzeln elo). . an) wird gefunden, indem man das von « 
unabhängige Glied der Gleichung durch den Coefficienten von % 
dividirt. Daher ist““) 


) Von Warne Misc. anal. 4762 р. 44 und Eurer 1764 (Nov. Comm. 
Petrop. 9 p. 70) in die Algebra eingeführt. Vergl. LacRANGE Réflexions . . 
67 tf, (Mém. de Berlin 4771). 

* Dieser alte Satz ist bis jetzt auf einen bestimmten Autor nicht 
zurückgeführt worden. In der Angabe desselben von Sportiswoone Crelle 


- (n — (n — 2) 
J. 54 p. 375 fehlt das Zeichen (— 4) Mw, 
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а, a, ап | 
Gë, Ka. à, e 

pia) ll) lan = — ч wi 
a, a, а, 


Dasselbe Resultat kann man auf dem Wege ableiten, der im 
Folgenden (6) bei dem allgemeinern Problem angezeigt ist, indem 
man die Determinante ($. 10, 4) 


ea) a . a pla) E | 
л (o, 9 0 8 6 o gla) SL lan) == ф (0) а, g(a) Ge ga.) 


in das Product 


zerlegt ($. 5, 4). 


3. Die Determinante des Systems, dessen Zeilen durch 
cyclische Vertauschung aus der jedesmal vorhergehenden Zeile 
gebildet werden, 


61% а, а on 
Ay ~i Kä KR 5 Ki = 
а, а, c 5 а, 


heisst die Norm" der ndeutigen Function g(z). Von den 
n” Gliedern des Products glo). - (an) bleiben nur die 1. 2. . 1 
Glieder der Determinante übrig. 

In jedem Glied der Determinante ist die Summe der Indices 
durch n theilbar. Denn das kte Element der :ten Zeile hat den 
Index — 7 -+ k oder  — i+ k, je nachdem i weniger oder mehr 
als k beträgt. Wird nun ein Glied der Determinante aus dem rten 
Element der еп Zeile, aus dem sten Element der 2ten Zeile, aus 
dem Hen Element der 3ten Zeile, . gebildet, so ist die Summe 
der Indices von 


*) Gauss hat 1834 die »Norm einer complexen Zahl« als das reale 
Product der complexen Zahl mit der conjugirten complexen Zahl eingeführt. 
Theoria resid. biquadr. II $. 30. 


7 * 
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-—1-2—-3—-..+r+s+li1+r..d.i.09 


um An verschieden, wo A eine Zahl der Reihe 0 bis n— 1 be- 
deutet. Z. B. für n = 3 hat man 
в а, à, 
pla) pla) pla) = |a a а | = а? +a’ 34% % % + 4, 
„а, а, а, 
In Fällen, welche eine unmittelbare Angabe des Products 
zulassen, wird umgekehrt die Determinante auf das Product 
zurückgeführt. Z. B. 


I. Wenn o, d, . 0% 1 den Werth 1 haben, so ist 


4 ＋ 4 . . 4,“ =0, 
dium) = d = 4, lan - 1] = а„—1, Plan) SSC TE AR 
а, 1 1 
3^ a i 


= (a — 1 + n) (a —1»?-7!. 


II. Wenn 40, Ou, @,.. eine geometrische Progression bil- 
den, und zwar ay = 4, à, = 0, u. S. W., so ist 


4 = qe 

З — 

d 1 — es 

Nun sind 1— va, 1 — vas, .. die Divisoren von 1—7, daher 
4 v ai y” 1 
D—! 4 D] n — 2 
= (A az 3 
v Ge т . И 
Ш. Wenn aj, a,,.. verschwinden, so sind ou ＋ @ A 


% + 8,05, . die Divisoren von aj" — (—a,)”, daher 


а, а, | 
4. Wenn die ganze Function 


90) = b. ＋ xc... 5,2 = bn - gi) . ( — , 
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gegeben ist, und durch ꝙ eine Wurzel der Gleichung 90 = 0 
bezeichnet wird, so ist die ganze Function 

Қа) = а, a£ t.. + аа" = a, — na). . ( Gel 
ndeutig, mithin eine Wurzel einer bestimmten Gleichung nten 
Grades, deren Coefficienten von a: unabhängig und ganze Func- 
tionen der Grössen o und b sind. 

Um die Gleichung fo) — u = unabhängig von darzu- 
stellen, bilde man 


f(x) u = 0, ж[(шж)-— ёи = , . „ 29%) – tun, 
ge) = 0, zga)=0,.., x"—'glag) = 0 


also das System von n 4- m Zeilen 


02 о-и + ac s 

0 = (a — у= + 

Ve (% — % h + 
0 e d + 5% + 

0 = bx * 

UN Da ce 


Zufolge dieses Systems verschwindet die Determinante 


Gy — le а, f, 
Gy — 4 a 
а — u 
Wu = 
b, 1 a 


Also ist fix) eine Wurzel der Gleichung il = 0; alle Wurzeln 
der Gleichung Y(u) = 0 werden durch f(8,),.., f(8,) ausge- 
drückt (1). 


Anmerkung. Die Gleichung %) = 0 trifft zusammen 
mit der nach v. TSchNUAUsEN ) zu bildenden Resolvente der 


*) Brief an Leibniz 4677 April 47 und Acta Erud. 1683. Vergi. La- 
GRANGE Mém. de Berlin 1770. Réflexions .. 10 ff. 
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Gleichung g(x) = 0. Dabei wird die Resolvente durch Ver- 
fügungen über die Coefficienten der Hülfsfunction fol zu einer 
besondern; mit jeder Wurzel м der Resolvente ist durch das 
System 

ООС == (e fa) = и = 0 


eine bestimmte Wurzel ꝙ der gegebenen Gleichung verbunden. 


5. Das mit dem Zeichen (—1)" versehene Product der con- 
jugirten Werthe /(8,) ,.., f(8,) wird gefunden, indem man das 
von м unabhängige Glied R = w(0) der aufgestellten Gleichung 
durch den Coefficienten von u” dividirt. Nun ist 


а, а а 
а, 01 
а, 
N 
b, b, b, 
b, b, 
= b, 


eine Determinante (n--m)ten" Grades, von welcher n Zeilen aus 
den Coefficienten von f(x) und die folgenden m Zeilen aus den 
Coefficienten von 9%) gebildet sind. Also ist 


ba f(B,) . . ГВ) = К. 
Zugleich hat man nach der oben ($. 10, 21) angegebenen Be- 
zeichnung 
, ЇЗ о erer Y. Nr erm E 
= Le UD 4% % Die, Ыл, К. о) 
= (ai) . 9 
Hiernach ist das angegebene Product im Werthe R eine 
symmetrische ganze Function sowohl der Wurzeln fi, „ %, 
als auch der Wurzeln a1, . „ %, und zugleich eine homogene 
ganze Function sowohl der Coefficienten o, . „ @m von n Dimen- 
sionen, als auch der Coefficienten d,,.., 5, von m Dimensionen, 
und mag die Resultante der beiden ganzen Functionen 
fix} und gí(a) in Bezug auf die Variable æ genannt werden, wäh- 
rend die Gleichung R = 0 die Resultante des Systems von Glei- 
chungen f(x) = 0 und g(a) = 0 heisst. Vergl. $. 8, 3. 
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Anmerkung. Die Aufstellung der Resultante von zwei 
algebraischen Gleichungen ‘aequatio finalis) ist von Eurer (Mem. 
de Berlin 1748 p. 234) auf die Berechnung von symmetrischen 
Functionen der Wurzeln der Gleichungen zurückgeführt worden. 
Zu demselben Zweck hat Lagrange (Мет. de Berlin 1769 р 303) 
den Logarithmus von R berechnet. Die Ableitung der Resultante 
aus einem linearen System ist gleichzeitig von Ever (Mem. de 
Berlin 1764 р. 96; und Bzzour (Меш. de Paris 1764 p. 298) 
angegeben worden. Von dieser Ableitung ist SyLvester’s dialy— 
tische Methode (Philos. Mag. 1840 no. 101. Vergl. RıcneLor 
Crelle J. 24 p. 226) und Hesse’s Verfahren (Crelle J. 27 p. 4) 
nicht wesentlich verschieden. 


6. Die Identität des Products b,” fl). . f(8,) mit der 


D 


Determinante R (5) wird ohne Rücksicht auf die Gleichung (4) 


фи) = 0 erkannt“), indem man die Determinante 
а ott MEN GEN 
fe fin) Bn Tn 3o ur PUN аон а IM 
fn) a, fla) zo A — Te go) ЧЕ CD len) 
Flam) Amf Amn) "Ws Eig тр fan) ga) Ж ат" =. I Im 
in das Product von R mit der Determinante 
| 4 ER к. n Ge т 1 
Q = ! Bu MW c 
4 41 4 " Gage lh 
4 ge чи ыт" =! 


zerlegt ($. 5, 1). Zufolge der Gleichungen 


f(u,) = , T vef = 0, 981) = 0,. » 9 (84) = 0 
ist aber ($. 4, 6 und $. 10, 1) 
figi) 8 Ar e gio T nw, up (24) 
PES Е бо», 5 4 Im 
Dër), макал” ARRA Ilam - „ , 


= fip) - Вы) g (e) en, e re SKI 


*| Вовснлврт Crelle J. 57 p. 183. Vergl. Hesse krit. Zeitschr. f. Math. 
1858 p. 483 und Tortolini Ann. di Malem. 1859 p. 5. 
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Ferner ist identisch 
Q = Abs...) = BEER NA). an 35 


folglich 
bn FSi) . ГВ) =R. 


7. Die Resultante von f(x) und g(x) ist zugleich die Resul- 
tante von f(x) und g(x) + Af, wenn diese Function von dem- 
selben Grade ist als g(x). Denn die Determinante R bleibt 
unverändert, wenn man zu m Zeilen des Systems der Reihe nach 
andre mit A multiplieirte Zeilen desselben addirt ($. 3, 6), zur 
(un I) ten die Не, zur (n+2)ten die ?te, u. s. f. 

Die Resultante von f(x) und (x —/)g(x) ist das Product 
der Resultante von f(x) und g) mit der Resultante von f(x) 
und 2 — і. Denn die gesuchte Resultante ist 


bn (81) - - Fan ft) = КД . 
Wenn die ganzen Functionen To) und g(&) beide durch 
dieselbe ganze Function Ak el theilbar sind, so verschwindet ihre 


Resultante identisch. Z. B. f(x] und (x — aj) g(x) haben die 
Resultante А/(0;) = O 


8. Umgekehrt schliesst man: Wenn die Resultante von 
fix) und g(x) verschwindet, so sind f(x) und g(x) beide durch 
eine bestimmte ganze Function A(x) theilbar. Denn (5) 

R = aw bn Dia, Ami Piso В) 
verschwindet nicht, wenn ap = 0 oder b, = 0, weil dabei eine 
Wurzel von f(x) = 0 oder von g) = 0 unendlich wird; R ver- 
schwindet also nur dann, wenn mindestens eine unter den 
Differenzen 8; — a, verschwindet. Unter dieser Bedingung sind 
aber f(x) und 9 (22) durch æ - f, theilbar. 

Vermöge der Bedingung R = 0 hat die obige Gleichung (4) 
(и) = 0 mindestens eine verschwindende Wurzel z. B. 
f(b) == 0, so dass 8; = a, eine gemeinschaftliche Wurzel der 
Gleichungen f(x) = und g(x) = 0 ist. 

Wenn nun die Gleichungen f(x) = und g(x) = 0 eine 
oder mehr gemeinschaftliche Wurzeln besitzen, so haben die 
Functionen fix) und g(x) einen gemeinschaftlichen Divisor 
ersten oder höhern Grades, dessen Coefficienten ganze homo- 
gene Functionen der gegebenen Coefficienten sind. 
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Jede gemeinschaftliche Wurzel genügt nämlich dem System 
von n+m Gleichungen (4) 


0 = a + а, + 0,0 + 


DE а + aw + 
00 S a, 0 + 
0 = % obo + bo) + 
0 bou + bot 
= 5% % % ul 


Also verschwindet nicht nur die durch R bezeichnete Deter- 
minante (n m ten Grades, sondern auch die aus den ersten 
n--m-—4 Gleichungen gebildete Determinante in + m — I) ten 
Grades 


а + ав а, 


с а, а, 


= R,+ Bu pi 
b, + бш b, 10 11 


bw A b, А 
b, b, b, 


ferner die aus den ersten п + т — 2 Gleichungen gebildete 
Determinante (n + m — 2)ten Grades 


а, + ао 40,0? а, 
ао mw: а 
% % а, а, a, 
TE ovv = Ba + Ban + Bam" 
bw + ö % % b, b, 
bai b b, b. 


u. s. w. Denn dadurch, dass man zu den ersten Colonnen dieser 
Determinanten die übrigen mit hinreichenden Potenzen von w 
multiplicirten Colonnen addirt, verschwinden alle Elemente 
der ersten Colonnen zufolge der Voraussetzung. Die in der 
Entwickelung ;dieser verschwindenden Determinanten ($. 3, 5) 
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vorkommenden Goefhieienten Ayo, Bu, Hoy, fa, Hay, sind 
partiale Determinanten von R, mithin ganze homogene Functionen 
der Coefficienten von f(x) und 9 (22). 

Wenn nun die Resultante A nicht verschwindet, so haben 
die ganzen Functionen /(z) und g(a) keinen gemeinschaftlichen 
Divisor. 

Wenn der Gleichung А = 0 genügt wird und dabei R,, nicht 
0 ist, so haben f(x) und g(x) den gemeinschafüichen Divisor 
ersten Grades 

la + Ram. 


Wenn der Gleichung R = 0 genügt wird und dabei Дуу = u, 
Roz nicht 0 ist, so haben f(x, und (ж) den gemeinschaftlichen 
Divisor zweiten Grades 
Ha + Kam + Hac 


u. s. w. Unter der Voraussetzung Ву, = 0 verschwindet auch 
Ку, sonst ware eine gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen 
fir) = und 9% = 0 unendlich. 


Anmerkung. Wenn die Coefficienten von f(x) und oz 
Functionen von y sind, so beruht die Auflösung des Systems 
fie) = 0 und g(x) = 0 auf der Auflösung der Gleichung R = 0 
und der Bildung des hiermit bestimmten gemeinschaftlichen Divi- 
sors h(x) von /(w) und g(x). Nachdem man aus der Gleichung 
R = 0 einen Werth von y berechnet hat, findet man aus der 
Gleichung A(x) = 0 den oder die zugehörigen Werthe von &. 
Wenn A(x) vom ersten Grade ist, so gehört zu dem berechneten 
Werth von y ein Werth von w; wenn A(x) vom zweiten Grade 
ist, so gehören zu dem Werth von y zwei Werthe von x, u. s. W. 


9. Wenn die ganzen Functionen Tal und g(x) auf Grund 
der Gleichung R = 0 einen geimeinschaftlichen Divisor, und die 
Gleichungen fr = 0 und g(x) = 9 eine oder mehrere gemeinschaft- 
liche Wurzeln haben, so bestehn unter den partialen Determinanten 
von R besondere Relationen, weil die oben (8) gebildeten Deter- 
minanten, welche Functionen einer gemeinschaftlichen Wurzel o 
vom iten, 2ten,.. Grade sind, verschwinden. 

Der gemeinschaftliehe Divisor sei vom ersten Grade; die 
Determinante R werde durch & & aooi- - «ат. 
und der Coefficient des Elements ou, in R durch a: bezeichnet. 


# 
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Vermóge der Voraussetzung А = 0 folgt aus dem System der 
п + т Gleichungen 


O0 = d% ＋ Om +. 


0 = ао +a0 + 


(KN wë: bo + 
IS bn + b 0 t. 


die Proportion (S. 8, 2) 


А 2. en Ze KE N 
1 mm sss 9 = Aio: Aii Ai: o % en 1 


d. h. die den Elementen irgend einer Zeile von R zugehörigen 
Coefficienten ga, %ı,.. bilden eine geometrische Progression, 
deren Verhältniss die gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen 
Кас) = 0 und g(a) = 0 ist ). 


10. Wenn g(x) = hy + Мах +.. eine gegebene ganze 
Function von ꝙ ist, welche den (n 4 т — Ijten Grad nicht über- 
steigt, so giebt es bestimmte Multiplicatoren p und q, ganze 
Functionen von 2, die erstere (n — ) ten, die andere = ten 
Grades von der Art, dass man identisch hat““) 

pile) + agle) = R(x). 

Die Moglichkeit der Identität erhellt aus der Anzahl der 
Coelficienten in p und q, über welche verfügt werden kann. 
Die Berechnung der Multiplicatoren p und q erfolgt, indem man 
die Zeilen des Systems 


Ца) = a + ах + 


2р0) = «QI + аа? + 
ie = aa + 
g(r) = b, + br + 
2900) = 6% D ＋ e * 
n = b xm +.. 


der Reihe nach mit den Coefficicnten 9) 40% o,;,.. multiplicirt 
und die Producte addirt. Unter Anwendung der Bezeichnung 


) Vergl. Jacosı Crelle J. 45 p. 106. 
**) Jacosı Crelle J. 45 p. 408. 
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b. = 4% t obt, + 
d = Gét npt H.. + % 
findet man ($. 3, 3) die Identität 
p. 0 + qiga) = Ra’. 
Bildet man nun mit Hülfe der gegebenen Coefficienten 
ОЕ Жур E ar ee Ren 
7 = 9. fg +. + nine mi 


so findet die geforderte Identität statt. 


Anmerkung. Bei der Aufsuchung des gemeinschaftlichen 
Divisors von f(x) und g(x) hatte zuerst Eurer (Mem. de Berlin 
1764 p. 91) 

fx) _ q 


g (x) p 


gesetzt, und die Identität pflx)+gg(x) = der Berechnung 
des gemeinschaftlichen Divisors 


„ 
9 p 


zu Grunde gelegt. Die Identität 
Pofa) + gagi) = R 
ist von Gauss (Demonstr. nova altera 8. Comm. Gott. III. 1815) in 
dem besondern Falle betrachtet worden, dass g(x) = , ) ist. 
11. Durch Differentiation der Identität (10) 
Riis + 9:900) = H. 


ergiebt sich im Allgemeinen 


др; k до; Be.) 4 

er + Bei E gie) = E 
ÒR 

Ka orc cou M 0 E ee 2 


Wenn nun f(x) und g(x) einen gemeinschaftlichen Divisor 
ersten Grades haben, und o die gemeinschaftliche Wurzel der 
Gleichungen /(x)=0 und g(x)- 0 ist, so hat man für z= w *) 


*) Ricasror Crelle J. 24 p. 228. 
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E OR w wt = дА DV 
Dem = ag , qi = KO 
= OR дА 
Pi = Da; , 0 EI 7 
m . ÒR дн дА 
1:0 а= us ra 
92 — ÒR ÒR дА 
od 5 \ь Ab o5. 


in Uebereinstimmung mit der oben (9) angegebenen Proportion. 


12. Die Determinante (n 4- m)ten Grades 


% а, а, 
а, а, а, 
Hom 
b, b, b, о 
a 1 b, 


kann durch Verbindung ihrer Zeilen in eine Determinante nten 
oder mien Grades zusammengezogen werden, je nachdem n 
oder m die gróssre der beiden Zahlen ist. 

Es sei zunächst m =n. Um die nte Zeile von R zu trans- 
formiren, multiplicire man die nte Zeile mit b, und die voran- 
gehenden Zeilen mit 5, ,, 5,..5,.., ebenso die Inte Zeile mit 


an und die vorangehenden mit o. ,, a4. .5,... Durch Sub- 
traction der ®nten Zeile von der nten, der (@n—A)ten Zeile von 
der (n—1)ten,.. bilde man nun unter Anwendung der Be- 
zeichnung 
Р dik = ab — orbe 
die Zeilen 
d, du d = d. — 1 ni 
02 я d, — 2,2 d, — 1,2 ds; 
dos, din dn 


Die Addition dieser Zeilen ergiebt für die nte Zeile von Б, R die 
Elemente 


dy d, i x Ion 0 0 


weil di; = 0, dj; = — di, und daher die Summe 
di + di s JB on ar di zr. 
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Auf dieselbe Weise transformirt man die (п — 1) te, (n—2)te,.. 
Zeile von R. Man multiplicirt die (п ite Zeile mit b, die 
vorangehenden Zeilen mit b, ,, б„_›,.. U. S. f. und findet 
endlich die Elemente der (n i ten Zeile von b,**'R durch 
Addition der abgeleiteten Zeilen 


doii Ina: Anis + ir 
0, 4-2 dy iia EO d. 11 2 diaz 
du б, Un di un 


Bezeichnet man das (I te Element der (n—?)ten Zeile durch 
Cip, So hat man 


Got = dua) + dug +... + diisi 
Analog ist 
бы = de, An F hir cob diga m Cu 


weil die Summe dj, + dig aa +- + dhii identisch ver- 
schwindet. Insbesondere hat man 


weil a, und b, als verschwindend zu betrachten sind, wenn 


DAN: » 


Hiernach ist nun 


Dn teg c Сана 
Lë 5 € 
b m os оо . 05 — 1 
D = x | 
^o va e 65 1 b, 
b, DE b, 


Bezeichnet man die Determinante & + 04..6, 44, durch S, 


n(n—1) 
so ist ($. 4, 6) 5," R das Product von (— 1) 7 8 mit einer 
Determinante sten Grades, die von ihrem Anfangsglied b," sich 
nicht unterscheidet. Also ist“ 
n(n — 1) 
R = (-1) ST 5. 


) Vergl. unten (14). 


www.rcin:org.pl 


$. 11,13. nna 


Beispiele. Wenn f(x) und g(x) vom 2ten Grade sind, so 
wird 


| dy, d do, 
Res 8$ = — | ds, da, + d, dis 
| «dos d, das 


Wenn fr) und g(r) vom Aten Grade sind, so findet man 


de di dy 4 
d do + d, dj, + 4, d 
dis d, d. di, + d, d, 
dg, d, d 


34 


Diese Determinanten können nach §. 3, 16 weiter entwickelt 
werden, wobei die Identität 


did + dd, + did = 0 


($. 3, 14; zur Verfügung steht. 


13. Wenn » «m, so bilde man durch Hinzufügung von 
n — m Zeilen, 


welche auf der Diagonale endigen, die Determinante 2nten Gra- 
des 5b,"—" fi, und verwandle dieselbe auf die angegebene Art 
(12) in eine Determinante nten Grades, so dass 


n aw > any 
bi" — н R = 


€ оо E P £e, KZ 


Diese Determinante ist aber durch 5,"—"' theilbar, als Product 
der beiden Determinanten nten Grades 
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а, a, > E b, b, St ww b, +1 
а, а, т b, +2 
b, 
n- io n- - : * * 1 
Coo 601 


Man findet nämlich durch Multiplication der ersten Colonne in 
der ersten Determinante mit den Colonnen der zweiten De- 
terminante die erste Colonne des Products, u. s. W. In der 
That ist 


d % ie. tr = dn i 4i RON ар dn = Cni 


weil аі G,,45,.. als verschwindend zu betrachten sind. 
Die zweite Determinante hat den Werth i , also ist R der 
ersten Determinante gleich *). 


14. Die abgekürzte Form der Resultante R (12) ist von 
Bezour (Mem. de Paris 4764 p. 317) durch ein Verfahren er- 
reicht worden, welches in neuerer Zeit Jacosı (Crelle J. 15 
p. 101. Vergl. Cavcuv Exerc. d'Anal. 1840 p. 393) in Erinne- 
rung gebracht und durch neue wesentliche Bemerkungen ergänzt 
hat. Aus den gegebenen Functionen f(x) und g(æ), welche 
beide als Functionen nten Grades vorausgesetzt werden, bildet 
man mit Hülfe geeigneter Multiplicatoren n bestimmte Functionen 
(n—1)ten. Grades uy, t4 ,..,u,. ,, welche mit f(x) und g(x) 
zugleich verschwinden. Dann ergiebt sich die Resultante von 
fix) und g(x) und der gemeinschaftliche Divisor dieser Functio- 
nen aus dem System von Gleichungen uy = 0,.., ½% = 0. 
Es ist námlich 

[ту ан каса: 
| ga) bori ecd +... 


4% + am. + Gr а-у, ENG Cr F.o dna emo te 


be T bi N . 7 b, bpi + brpa +.. + % 


eine Function (n I) ten Grades, welche durch 


*) Vergl. Rosennarn Crelle J. 28 p. 268. 
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ч, = Cro + ci l.S Qm! 
bezeichnet wird. Unter Anwendung der Bezeichnung 
di = d, % — аЬ; 

findet man ($. 3, 5) 

= аел й яи: d, y a * dirai „ Deg = do + d, ra * d. )c 
Crs = doresti H hres +... + direi 
und analog 
Op = doseren Ж iser t.. + drsi = Crs”), 


w il die Summe dir + .. ten identisch verschwin- 
det (19). 

Bezeichnet man nun die Determinante & & coo.. 11 
durch S, und den Coefficienten des Elements c in S durch yig, 
so findet man aus dem System 


UA = Co + Ga X9 xo 3e Oman 
Ug. = 4% % + Canopy H.. + nen 
(8. 8, 4) die Identität 
% %jha t- + Bn Main = Sa* 40). 


Jede gemeinschaftliche Wurzel w der Gleichungen f/x) = 0 
und g(x) = 0 genügt dem System % = 0,..,%-ı == 0, weil 
diese letztern Functionen mit f(x! und g(x) zugleich ver- 
schwinden. Wenn nun S nicht verschwindet, so schliesst man 
wie oben (8), dass die Gleichungen f(x) = 0 und g(x) = 0 
eine gemeinschaftliche Wurzel nicht haben. Wenn aber S = 0 
und y; nicht 0 ist, so haben die Gleichungen eine gemein- 
schaftliche Wurzel, und es besteht die Proportion (vergl. 9) 


* — 1 


n ee ЕЕ 
Man hat also insbesondere 
: ai = v, Vis 
oe Ve 


Zugleich ist y,; = у zufolge der Identität c; = cj, ($. 3, 13), 
folglich 
with. r = КЕЙ Жа: 
*) Jacobi l. c. р. 103. 
Baltzer, Determ. 3. Aufl. 8 
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Wenn nun die Summen г + k und r + s einander gleich sind, 
so sind y; und y,, einander gleich, und man kann ihren gemein- 
schaftlichen Werth durch у; z bezeichnen. Dann gilt die um- 
fassendere Proportion *) 


UR CHE EE Var Ee 


d. h. die Grössen 79, 4,..,Yo4—25 bilden eine geometrische 
Progression, deren Verhältniss die gemeinschaftliche Wurzel der 
Gleichungen f(x) = 0 und g = 0 ist. 

Wenn die Determinante S verschwindet, so haben f(x) 
und g(x) einen gemeinschaftlichen Divisor, und die Resultante 
R verschwindet (8). Nun ist S wie R (5) eine homogene ganze 
Function sowohl der Grössen do, di . ., als auch der Grössen 
by, bia.. von n Dimensionen, also ist der Quotient S: R eine 
von diesen Grössen unabhängige Zahl. Das Anfangsglied von R 
ist 20" b," und kommt in dem Anfangsglied von 


n(n—1) Dan 1 © > Caimi 


(БИ = 
б Эре 


n(n—1) 
mit demselben Zeichen vor. Daher ist (—1) 2 S: А = 4, 


wie oben (12) durch directe Transformation gezeigt wurde. 


15. Cavrev hat die Berechnung der Resultante von f(x) 
und g(x) auf die Entwickelung der symmetrischen ganzen 
Function ($. 10, 2) 


= fa 910) l 
у— ж 


Fl, у) k 


= Xey 
gegründet "7". Dabei wird vorausgesetzt, dass f(x) vom mten 
Grade, g(x) vom nten Grade, und m < n ist ($). Die Glieder 
der Summe werden dadurch gebildet, dass man für : und E 
alle Zahlen von 0 bis n — 4 setzt. Weil Fix,y) = F(y, x) , so 
ist Cik = Cui . 


*) Jaconi l. с. p. 106. 

**) Vergl. SyLvEsrER'S Mittheilung Philos. Trans. 4853 p. 516. HERMITE 
Crelle J. 52 р. 47 Anm. CayLay Crelle J. 53 p. 366. Boncuanpr Crelle J. 53 
p. 367 und 57 p. 1142. 
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Setzt man obt — a,b; = dix, so erhält man 


(а, tart. -J(b, + by +. .) = (b, + бут +. DCH + оу +. -) 
= der - + do % — . ae 
+d,lay— 22у) +.. + 0100 x”) 
mo wr wa 95 
+ ccn N) 
und daher 
F(z,y) = d, + de / T +.. + йу" !+..-++х"—!) 
+ d £Y +.. + duny" t.. Ha ray 
AS n 


+ о оре А 


Indem man die Glieder absondert, welche гї ук enthalten, findet 
man wie oben (12 und 14 


Cik = а kai * dirk + d k—1 +... 
Abgesehn von dieser Entwickelung hat man 


Pë, В) = 9, F(B;, B) = Dëd9 8] , 
folglich 


2+ Pi, 8).. Fifa. 84 = DÉI. . fi.) g'e) - . 9 (8а) - 


Wenn man beide Seiten durch 4 ($; ,.., Bn)? dividirt, so findet 
man ($. 10, 3 und 7) 
n(n—1) 
zt Coo +. Са -In F СС b." ГВ.) 78. 
"(п ~ 1) 
= (-) ? 69-р (5). 
Die Theilbarkeit der Determinante durch 5,"—'* ist oben (13) 
nachgewiesen würden. 


16. RosENHAIx hat die Resultante der Functionen f(x) und 
9% interpolatorisch durch die Werthe von fix) und g(x) aus- 
gedrückt, welche zu m~n gegebenen Werthen des Arguments 
x gehóren*). Diese Werthe von f(x) sind eben so wenig von 
einander unabhängig, als die Werthe von g(x), weil /(x) durch 
т + | und д/а) durch n+ I Werthe bestimmt ist ($. 10, 41). 


*) Crelle J. 30 p. 157. Vergl. КаомеСскЕВ Berl. Monatsbericht 4865 
p. 690. 


8* 
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Sind ач, on... gegebene Werthe von œ, so multiplicire 
man die Determinante (n + ten Grades 


2, а, а, 
а, в, a, 
R= 
b, i b, 
H b, b, 
zeilenweise mit 
A E BT: 
P = 
1 ea тс 


1 by 
Bezeichnet man das Product durch & + ci. . ATM) 50 
hat man 
€, = fia), ge = mfi)... Du = ж" F (wi), 
Oni = 905) , Cons = AJT), en = m" tg), 


u. s. W., folglich RP 


| fia) zf (. ..m^-'f(m) gla) ii) .. a'ga) 


| [ Za A ml Kn m F n 


Indem man diese Determinante in eine Summe von Producten 
partialer Determinanten nten und mten Grades zerlegt ($. 4, 4), 
findet man 6 


Хү) . (Bal Man... el i Dia т) En iio Фат), 
eine Summe von (" i) Gliedern, welche dadurch gebildet 


werden, dass man für 1, 2,..,n alle Combinationen von n 
verschiedenen Numern der Reihe 1,2,..,2+m setzt, und 
die übrigen Numern so ordnet, dass die Reihe aller Numern 
jedesmal mit der Reihe 1,2,..,n +m zu derselben Classe der 
Permutationen gehört. Nun ist identisch ($. 10, 21; 


Alen e En A. X a, 


= АТ eva Ж ) 
А - П ' , nv LE * nem: 
I.. S IC EE EEN 


folglich, unabhängig von den Permutationen, 


Be sta) Man) n -..9 08.5) 


Da, „ Dai Xn aio ae mi 
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Anmerkung. Mit Hülfe dieser Formel hat ROSEN RAIN 
a. а. O. Cavenv's interpolatorische Darstellung einer gebroche- 
nen algebraischen Function *; abgeleitet. 

Die Resultante von f(x) und (@e—z)g(x) ist (7) R/(a), 
und wird nach der angegebenen Regel durch die Werthe der 
beiden Functionen ausgedrückt, welche zu m + n+ | Werthen 
von & gehören, wie folgt: 

> Г). Ка) l I . gan sm (Xni 20. . (g Am 3) 
DES 8 8 8 889 n i A 

Die Resultante von Jo — z) f(x) und g) ist Rg(z) und 

nach derselben Regel 


^ fia) . p ОЕ) AEN 010, +m) m, — 2) B (231—3) 
ee ау Pins asien Cn m 


Durch Division erhält man, nachdem man den Zähler und den 
Nenner durch g(zy)..9(r,4,,) dividirt und den Quotienten 
f(x) : 9 r durch v; bezeichnet hat, 


и. . H 


2 — — ——— ($.41—3).. (€ — х 
Їз) _ Den Den ) (Emm 2) 
9\5) Up: Инд 
27 S —— (ш, — 3), . (% 3) 
Diegi. n E "3 ) Sec) 


17. Boncmanpr hat die Resultante der Functionen f(x) und 
g(x), beide nten Grades, interpolatorisch durch die Werthe von 


f(x) und g(x) ausgedrückt, welche zu n + ! gegebenen Werthen 
Los X1, .., €, des Arguments x gehören **). 


Unter der Voraussetzung (15) 


_ fet) — flugis) 1 


WA = erg &i. 


Fic, y) 
ist die Determinante Х £ cop. . en -In -H der Resultante А gleich 
oder entgegengesetzt gleich. Nach $. 10, 3 hat man aber 


ZEPFom.m).. Flen, 21) 


а. 
2 =, FICHES 


n-ın-ı = 


Bildet man nun die Function (n + (lien Grades 


qz) = bp So (£ — 2) So (© — Ly) 


*) Cavcuv Anal. algébr. Note 5. Vergl. Jacom Crelle J. 30 p. 427. 
**) Berl. Monatsbericht 1859 p. 376 und Crelle J. 57 p. 444. 
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so ist ($. 10, 8) 
da а ABar X,- En!) — gief, lan)? 


dl... 5 
"s 1 (e) GIE -3 SS 


») 


Nach Einführung der Elemente 


Fix; D my) 
qz) q^ 


Ai * 
erhält man daher 
en eee ier ee 
Eine besondere Eigenschaft der Elemente dieser letztern 
Determinante ergiebt sich daraus, dass F(x, y) in Bezug auf x 
vom (n— ten Grade, dagegen ф(х) vom (n + ) ten Grade ist, 
dass also ($. 10, 9) 
Flæo, y) " Pie, y) DEEN 


D 7 


J q^ i = ф' (En) 
Demnach ist 


ha ＋ NIE T. . + hy mo, 
also insbesondere 

— he = ha + А. +.. + Ban 

=h, = hat Ae t.. + Bus 

— Na = Bes + ia 1. + Ban 
u. s. w. Nun haben in der verschwindenden Determinante 
n Iten Grades (—1)*12Z & hoha- -Ann alle Elemente 
gleiche Coefficienten ($. 3, 9j, deren gemeinschaftlicher Werth 
durch die Formel 

ГО en] 

bezeichnet wird. Also ist 


2 & с. . Сарв. = (—1)ЖМ(@ш,,..,2„)*[0,4,..,п]. 


18. Die Formel (0, , . . „ »] d. h. die Determinante nten 
Grades 


Rat: tm -h, — Bus 
— An VE +.. + Ram — hy 
b A, SS 2 ha . . + В 


ist von Boncnanpr a. a. O. nach den Producten der in der Diago- 
nale stehenden Grössen Лә, Noz. - » n entwickelt worden 
tvergl. $. 1, 2). 
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Der Theil derselben, welcher keine dieser Grössen enthält, 


hs SE + hin y» hu = hys | 
d ha hiz +..+ Ran — ha 
— ha — hy hg. ban 


ist wiederum eine verschwindende Determinante ($. 3, 9), in 
welcher alle Elemente denselben Coefficienten haben, der durch 
1, 2,..,n] bezeichnet wird. Daher ist der Theil der gesuch- 
ten Entwickelung, welcher je eine der Grössen Ag, bas... 
enthält, 


Му L, 25 ne ken Ma HE 


Der Theil von (0, 1,..,n], welcher das Product Ay hoz 
enthält, ist eine partiale Determinante (n—2)ten Grades, die 
aus der Determinante (2, 3, . „ n dadurch gebildet werden 
kann, dass man die in der Diagonale stehenden Grössen bas, 
hj, , o fan durch die Summen 

Аз + 225 3 hy * um BER hin + Ron 


ersetzt. Bezeichnet man die so transformirte Determinante 
durch 
[442,3,..,n], 


so ist der Theil von [O, !,..,2], welcher je 2 von den Grössen 
hg, " hos , Bun enthilt, 


Bun Be t2, 3, 4, „„ + Ae ben [ 9, 2, 6, „„ 4 


Auf analoge Weise wird der Theil von [0, 1,.., n}, welcher 
je 3 von jenen Grössen enthält, durch 


hy бы J L 2 ++3,4&,5,..] + Алл [1+%+%,3,5,..] +... 


ausgedrückt, indem man [14-2 4-3, 4,5, . .] aus (3, 4,5,..] 
dadurch ableitet, dass man die in der Diagonale stehenden 
Grössen №, h35,. . durch die Summen 


hy F hy * hy, , hy * ha, * hs, Ы 
ersetzt. U. s. w. So entsteht die Recursionsregel 
[0, 4,.., n] = ХА, [45 2, ..] 4 ZB SS 7, 3, 


+ Zb bas Hes U ＋ 2 ＋ 3, 45. +.. 
FERN ел - 
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Zufolge derselben ist 
(0, 4] = ha 
IOS SEE ese Ge т э лт 
= Be Bus o RAS 
[0,119.31 = >л, HM, 95-8) # зл Rs iR, 3] * 01 Ke Aos 
= fh, 2 hat hos) 4, 2, 3] ar hy Noz (== С 3] 
+ Ke Ros 1+3, 2] ＋ Kee Ban [8 3, 1) + Aer uh. 
Die Formel (^, 2, 5] hat 3 Glieder, die Formel [1+ 2, 3] 


hat deren 2, also hat [0, 1, 2, 3] deren 4?. Ebenso erkennt 
man, dass die Formel 


M+r2+..+%, k+1, k+2, k+3] 


324 4-3.9 12 +43 = k(k +3)? Glieder hat. Unter der Annahme, 
dass für die Werthe von m, welche eine bestimmte Grenze nicht 
übersteigen, die Formel 


(2 1 . +k, XT, K* m 


k(k+m)™”— Glieder besitzt, findet man vermöge der Recursions- 
regel fur 
T2 T. TT, k+1,.., Kami) 
die Anzahl der Glieder 
Em . ) Hmm + *I. 2 T m- %% ＋ * % i). 3 m- 20 — + 
= km) + mm) + EU m1)" 7? LL 
= k(&k+m+1)". 
Demnach ist die bis zu m = 3 gültige Annahme unbeschränkt 


richtig. 


19. Die Resultante der Function nten Grades f(x) und der 
derivirten Function f'(a) ist (5) 


а 2a, 3a, 
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wenn das System n Zeilen der ersten Art und » — 1 Zeilen der 
zweiten Art hat. Subtrahirt man die mit n multiplieirte letzte 
Zeile von der nten, so erhält die nte Zeile folgende Elemente 


Оти, — (п — ar „ = , 0 
und die Resultante reducirt sich ($. 2, 5) auf das Product von 


a, mit einer Determinante (2л — 2)ten Grades, welche durch A 
bezeichnet wird. Nach $. 10, 7 ist 


nin —1) 
a ke) ИЕ а a ск 


eine symmetrische ganze Function der Wurzeln aj, .., Bn 
(vergl. $. 10, 6) und eine homogene ganze Function der Coeffi- 
cienten do, . „ % von 2л — 2 Dimensionen. welche die Diseri- 
minante der ganzen Function f) und der Gleichung 
fix) = 0 genannt wird"). Wenn e, verschwindet, so wird eine 
der Wurzeln о, ga... unendlich gross; dabei verschwindet die 
Discriminante im Allgemeinen nicht, sondern wird zur Discerimi- 
nante einer Function (n— !;ten Grades. 

Die Diseriminante des Products f(x) g(x) erscheint hiernach 
(abgesehn vom Zeichen! als das Product der Discriminanten 


\ 


von (oi und 92) multiplieirt mit dem Quadrat der Resultante 
von f(x) und g(x). Wenn A die Discriminante von Tal ist, so 


findet man z. B. für (2 — t) f{x) die Discriminante Aflt?. 


20. Wenn die Discriminante von f(a) nicht verschwindet, 
so haben fix‘ und f'(x) keinen gemeinschaftlichen Divisor (8) 
und die Wurzeln der Gleichung f(x! = sind sämmtlich von 
einander verschieden. 

Wenn die Discriminante von f(m, verschwindet, so haben 
fix) und f'(x) einen gemeinschaftlichen Divisor und die Wurzeln 
der Gleichung f(x) = 0 sind nicht alle von einander ver- 
schieden. Der gemeinschaftliche Divisor theilt auch die Function 
pF + qo ['(r) , welche aus der gegebenen Function dadurch 


) Gauss Demonstr. nova altera 6 (Comm. Gott. Vol. 3) hatte dieser 
Formel den Namen »Determinante der Function fix) oder der Gleichung 
fix) = 0« beigelegt. Vergl. JoacurmssTBAL Crelle J. 38 p. 374. Jacosı Crelle 
J. 40 p. 244. Веі dem jetzigen Sprachgebrauch ist der von SYLVESTER 
(Philos. Mag. 1851, II p. 406) gebildete Name » Ріѕсгипіпапіе « bezeich- 
nender. 
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abgeleitet werden kann, dass man ihre Coefficienten a, ai, 
der Reihe nach mit den Gliedern einer beliebigen arithmetischen 
Progression multiplicirt und welche vor Erfindung der Differen- 
tialrechnung von Huppe 1657") zur Bestimmung mehrfacher 
Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 gebildet worden ist. 

Wenn /(r) und Cl den gemeinschaftlichen Divisor /* 
haben, und die Diseriminante von f nicht verschwindet, so ist 
fix) durch t"*! theilbar. Es sei z. B. 


Г) = Hu, 


fi) = këtu + ku = р. 


Wenn nun /' und f einen gemeinschaftlichen Divisor nicht haben, 
so ist u durch t, also /(z) durch t**! theilbar. 


21. Die Function f(x, kann als ein besonderer Werth der 
homogenen Function von ? Variablen und » Dimensionen 


u m 4,0% + (10 % (9) 4, % % +... + А„т" 


angesehn werden““). Die Binomialcoefficienten sind den Coeffi- 
cienten der homogenen Function als Factoren beigegeben, damit 
die durch n getheilten Differentialquotienten von u Coefficienten 
derselben Art erhalten, und damit м eine nte Potenz in dem 
Falle wird, dass 40, i, „ 4, eine geometrische Progression 
bilden. 

Nach der Fundamentaleigenschaft der homogenen Funetionen 
hat man die Identität 


nu a Ju + к 
e у = . — 
dx z dy 


. Р er 1 dm. 2 
Der gemeinschaftliche Divisor von и und — Y ist also auch ein 
‚ ' с 7 
Divisor von — so Die unter Kr Voraussetzung y = Í gebil- 


dete Resultante von — 2 85 und — L 55 ist wie die Discriminante 


*) Норре Epist. I. Reg. 10 in ScmoorENs Ausgabe von DESCARTES' 
Geometrie. 

) Dieses wichtige Hülfsmittel der Analysis ist von Newton Arithm. 
univ. Inventio divisorum p. 43, РьйскЕВ System d. anal. Geom. $. 4, 7, 
Heese Crelle J. 28 p. 402, JoackınstaaL Crelle J. 83 p. 873, Jacosı Crelle 
J. 40 p. 247 und Andern, zu dem gegenwärtigen Zweck von Sarmon higher 
plane curves p. 296 angewendet worden. 
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von Toi eine homogene ganze Function der Coefficienten 
ау, ai „. . „ % von л — 2 Dimensionen und verschwindet zu- 
gleich mit der Diseriminante von f(x). Daher hat jene Resultante 
zu dieser Discriminante ein von den Coefficienten ga, di, 
unabhängiges Verhältniss. 


In der That, wenn man in der Determinante A (19) jede 
der letzten п — 2 Zeilen mit n multiplieirt, und von ihnen der 
Reihe nach die 2te, 3te,.. Zeile des Systems subtrahirt, so findet 
man nach Umstellung der nten Zeile 


a, 2a, 3a, 


a, 2a, 8a, 


na, (п—1)а, íin—21a, 


nâ, (n—1)a, (n—2)a, 


d. i. die Resultante von f'(x) und n f(x) — xf (x). 


Beispiele. Die Discriminante der Function ?ten Grades 
а, + 20,2 + a 
ist die Resultante von di + ax und ag + «, x, nämlich 
G^ — a a. 
Die Discriminante von oa + 3a, a + tage? + a, s ist die 
Resultante von 
a + 130902 + a, 
a, ATI WEN 
nämlich in der verkürzten Gestalt (12) 
20 — u,@,) 0,0, — 8,4, 
| ауа, — Ur 2la,’ — (1 a, 


Ebenso findet man die Determinante von 


a + %а, + 60,0” + iat’ + ас, 


B(a,” — Ge a:) Bla, a, — G, 4, 218, — 0,0, 
— (ar a. — as a,) 94,2 — 84,8, — аа, 3 (a, a, — A, a,) 
8,0, — а,а, 3 la a, — a,0,) sda,“ — a a,) 


22. Das in der Discriminante von /(2) enthaltene Product 
aller positiven und negativen Differenzen zwischen den Wurzeln 
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44, 03,..,0, der Gleichung fix) = 0 ist der Quotient des be- 
kannten Gliedes durch den Coefficienten des höchsten Gliedes 
in der geordneten Gleichung, deren Wurzeln die genannten 
Differenzen sind *). 

Um diese Gleichung zu bilden, bemerke man, dass dem 
System 

Га) = 0, fe+y = 0 

genügt wird, indem man für x und & alle Wurzeln ai, „dn, 
mithin für y alle Differenzen der Wurzeln, unter denen n ver- 
schwinden, und für ж den jedesmaligen Subtrahenden setzt. 
Dabei verschwindet die Resultante R der beiden durch /) 
und /(2 + у) bezeichneten Functionen von ж (S). Also ist K 
durch y” theilbar, und A: y" = 0 die Gleichung, deren Wurzeln 
die Differenzen zwischen jeder der Grössen a1, . „ Ge und den 
übrigen Grössen dieser Reihe sind. Diese Differenzen sind aber 
paarweise entgegengesetzt gleich, also kommen in R:y” nur 
gerade Potenzen von y vor. 

Unmittelbar findet man die von den verschwindenden Wur- 
zeln befreite Gleichung, indem man **: von dem System 


U foto =0, Fu = = 0 
ausgeht, welchem durch die Werthe 
2u = a; + ak, 2v = dj — ak 
genügt wird. Dieselben Auflösungen hat das System 


ftu vi fiu—v) o flu +v) — f(u — vj 


2 2 e 


(H) 


dessen erste Gleichung nur gerade, und dessen zweite Glei- 
chung nur ungerade Potenzen von v enthält. Weil f(u +v) 
— f(u — v) durch v theilbar ist, so umfasst das System (H) die 
beiden Systeme 


) Diese unter dem Namen »équation aux carres des différences« 
bekannte Gleichung ist von Warme Misc. analyt, 1762 p. 47 mit Hülle von 
symmetrischen Functionen der Grössen o, %,,.. construirt und zur 
Untersuchung der Wurzeln einer gegebenen Gleichung gebraucht worden. 
Besondere Ausführungen für die Gleichungen 4ten und Sten Grades hat 
Warıng in den Philos. Transact. 1763 р. 294 mitgetheilt. Die Ableitung 
der erwähnten Gleichung durch Elimination wurde von Evren Calc. diff. 
П, $. 244 gezeigt, und ausführlich von Lenger (Mém. de Berlin 1767 
p. 311 art. 8. Résolution des équat. art. 8 und Note 3) behandelt. 

**) Nach Вокснлвот'ѕ Angabe. 
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божо E= 
2 


und 


fluto) u о) _ 0 flu +v) — flu v) M 


(1V) 3 = 3 0. 


Dem System (IV) wird durch die Werthe 
2u = а ＋ 4 2v = aj — ak 


unter der Beschränkung genügt, dass i und E verschiedene 
Zahlen der Reihe 1, 2, % п bedeuten. Bildet man nun die 
Resultanten 7 und y(u) der Functionen 


flu +v) + flu v) Le fiu +v) — Fu- 
9 90 


jene in Bezug auf die Variable 2, diese in Bezug auf v?, so ist 


d , 
(02) = 0, wenn v? = Tat — oi P 


1 
yu) = 0, wenu = gt ar) 


$. 12. Die Functionaldeterminanten. 


1. Wenn 5,,..,y, Functionen der Variablen o... £n 
sind, so besteht für die Differentiale das lineare System 


ду, ду, 
dy, — du, Met +.. + $a. dn 


Dyn ду 
елт GE Free ат 
we GE tm 


дт 


б д - : 
Die Determinante desselben ($. 8, 1 5 + e "E = heisst die 


Functionaldeterminante der Functionen Y; ,.., y, in Be- 
zug auf die Variablen o... „ % und wird wie ein partialer 
Differentialquotient auch durch 


*) Jacobi de determ. functionalibus (Crelle J. 22 p. 319) $. 5. Mehrere 
unter den hierher gehörigen Sätzen hatte Jacosı in frühern Abhandlungen, 
namentlich Crelle J. 42 p. 38 ff. gegeben. 
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HOH INS URS Yn) 

E 
bezeichnet"). Wenn die Functionaldeterminante nicht ver- 
schwindet, so können die Differentiale dæ durch die Differentiale 
du ausgedrückt werden. Man findet aus dem angezeigten linea- 
ren System 


Ada, = dy, +.. + Ax d 


indem man durch 4 die Functionaldeterminante, durch у, den 


, M. : 
Coefficienten von "^ in 4 bezeichnet. 
Va 


Wenn die Grössen y; ,.., Yn nicht unabhängig von einander, 
sondern durch die Gleichung 9(y,,..,y,) = 0 verbunden sind, 
so verschwindet die Functionaldeterminante der y in Bezug auf 
die ꝙ identisch, d. h. bei beliebigen Werthen der ). Denn 
die Determinante 


enthält zufolge der Gleichungen (k = 1,2,..,n) 


dr ду dp ду, 
dy. Ae "TZ б 


eine Colonne verschwindender Elemente ($. 3, 6). 


2. Wenn die Grössen y explicite gegebene Functionen 
der Grössen x sind 


Vy = han. nr rs Фк) 

so kann der Differentialquotient von y; in Bezug auf , also auch 
die Functionaldeterminante unmittelbar gebildet werden. 

Wenn insbesondere ½ die Variable x, nicht enthält, wenn 
f; die Variablen тү, жу nicht enthält, wenn überhaupt /; die 
Variablen u, „e nicht enthält, so erscheint die Functional- 
delerminante in Form eines Products, weil von ihr nur das An- 
fangsglied übrig bleibt ($. 2, 7. 

Wenn die Gróssen y gebrochene Functionen mit demselben 
Nenner sind, z. B.***) 


*) Роккі Philos. Trans. 4854, I p. 72. 


* Jacopı det. funct, $. 6. 
***) Jacosı Crelle J. 42 p. 40. 
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u; 
N T 
А 2 Oy; ди; ди а 
so ist u an 5 folglich 
ди _ ди ди ди 
u и Ae, u 2; u dx, — dx, 
du du du, ди 
wen zs, DIE ee, Жы сч ш 
1 An 
дим, ди ди, d du 
"s Жул, wine Vp. um 
du ди | 
“ Ae да, | 
^ 7 i d ди, ди, 
y Уһ _ 1 „ TU. 
гео им ст LEN cm 
5 du, du, 
„ = 
und durch die Substitution и; = ч findet man 
| du HI К dv дь 
u XEM > cios 
| ди, ди, dv, Op, 
ик ЫЫ ЧОЕ ЖЕ 
ди, du, ? Qv, dv, 
KM d 


unabhängig von den Differentialen der Function /. 


3. Wenn die Gróssen y implicite gegebene Functionen 
der Grössen x sind zufolge des Systems von n Gleichungen 


Fil „„ GM E 32s IE oeh innen c9 
so ist“) 
дЕ дЕ, 
PA Ru b! . n 
„„ EC 
de. % Eé 
Зу, ` An, 


*) Jacosı det. funct. $. 40 und 18. 
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Beweis. Zufolge der Voraussetzungen hat man 
дЕ; дЕ; дЕ; дЕ; 

а 0+ : : i = 0 
ӨЙ, У + + ES dy, + Эту da, +..+ 3a, dX, ` 


ду ду 
@ = m к А 
* ra аш Turo. 


Wenn nun unter den Variablen a nur ту. sich ändert, so ist 


дЕ; ди ү ч, OP: ду, ӘР, 
г 779 vi 5 
= is ду Ы дЕ; 072 
Tk д», Ss f ö KE 
folglich (S. 5, 1) 
da ÒF, 9 дЕ, У + ду, dyn 


- ES : 2 - Жл 
U + ОЕ - xd t ду, дж, dm 


= 0, 


Anmerkung. Wenn die Grössen P, Fa,.. so beschaffen 
sind, dass F, die Variablen &, „ : nicht enthält, so ist 


СЕ LO OR ОЕ 
F 


das Product der in der Diagonale stehenden Elemente (2). 
Wenn die Grössen Fi, Fz, . . so beschaffen sind, dass 


F, — — Ж: + NE aa En) 
so ist 
дЕ дЕ, 
asd L.. Л oLm(—A4À)" 
is e ch 
ду, ду ar, Ap Ez. 
ZI. EU aL. erai tu 
да, Otn = р (kg. = dx, `` 0m, 
Und wenn man aus dem gegebenen System F, = 0,.., 
F = 0 das System 
V = qz.) 
У = z Tzs») 


y; = qi, Ya» 94. — 


oi es Ui edo UID CZ 


abgeleitet hätte, so erhielte man die Functionaldeterminante der 
Grössen y in Bezug auf die Variablen a: in Form des Products 


дт, dp, 
De, SES? 
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In der That ist die Determinante 


ду, ду, де, 
òs, Òm, ÒT, 


„ 4: ду, 
д X. à 2, 

д 
d 1 ur 
0x, 


das Product der Determinanten 


, e ut iw, Je 
дд. 4 0 ду, ду, ду, 
ду, dn, ӧл, m, 
oM M, , dn, ду, ду, 
ду, ду, дл ‚дш; |0; 


дф An, д; Ggs, ди д 
ду Om, ` дуг. дау dh O. 


4. Wenn m < п und zufolge des Systems von п Glei- 
chungen 
r ee PCT RT PEERS S = 
die Grössen y implicite gegebene Functionen der Grössen r sind, 
so ist") 
Ap, O ӘР, OF, 


A -— . <= 
у + ду, Fe Ou, = дш, д TER Dyn 
dm d, rapti Ha 
ln Оу; 
Beweis. Die Determinante 
ne, dm ie Ap 
да, = DER 0%. +1 Ka ду, 


(= 4)" Р s "T 
дЕ, WR, Ge РЧ дЕ, 
3a, DES Opa à dy, 


ist das Product der Determinanten 


*) Jaconi det. (unct. $. 13. 
Baltzer, Determ. 3. Aufl. 9 
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дЕ, Ap, дй ду, Òn д, 
ду, ду, || бш орол и ду, 
дЕ, Hey ду, ду. ду, - ду, 
9y, ОО een dy, 


weil nach (3) hei = 1, 2,..,m 


mn, SE? 
ду, дт, g An, An — да, 


und bei К = mæl,..,7 


дЕ; ду, + + ÒF; ду, дЕ, 
Oy An 7 ду, дук 


А = В d . : 
Der zweite Factor ist von X + 71 nicht verschieden 


a. dë? dn, Oi 
iS. 2,5). 


Insbesondre ist bei m = | 


у + дЕ Ab 9, 
ду, ке E wen Ой 
д, xadh, 95 

ду, ди, 


9. Wenn 2,,..,3, gegebene Functionen der Grössen 
me, Yn, und diese wiederum gegebene Functionen der Grössen 
„ . "Tra Sind, so findet man die Functionaldeterminante der 
Grössen z in Bezug auf die Grössen ) bei m <n 

CCC 
дт, д2, tuv.. N д, ду, ду, дж, dx, dr, yi 
eine Summe, deren Glieder dadurch gebildet werden, dass man 
für w.. alle Combinationen von je m verschiedenen Numern 
der Reihe 1 bis » setzt. Beim = n ist 


Oe As ds da ur ty ду 
Tu + t d = Zug + sl) н pu + 1 п 
a, д2, ду, ду, да, да. 
да,,..,з) _ Als Si 0% Dy 
DTE „n. di, m 0 2, „%) 


Unter der Voraussetzung m > п verschwindet die Functional- 
determinante identisch d. h. hei beliebigen Werthen der Variablen 
x. Alles dieses folgt nach $. 5, 1 aus der Voraussetzung 


*) Jaconi det. funct. à. 44. 
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dz; 02, 0% д2; ду, 
— = +. + 
d= ду, 0x, ду, dry 
6. Dass eine gegebene Function f,'2,,.., £a) durch weniger 
als » von einander unabhängige Variable ausdrückbar sei, 
erkennt man nach Einführung von neuen von einander unab- 
hängigen Variablen 
Sr ZS ha, Do nlr- -1 Man F fe (H. Ep) 
daran, dass unter den Differentialquotienten der transformirten 
Function in Bezug auf y; , .. % einer oder mehrere verschwinden. 
Wenn die partialen Funetionaldeterminanten (m 1 ten 
Grades, welche aus dem System der Differentialquotienten von 
Jee EEN 
fa =” Ton. 
hà 2 is fin 


fii er an 


durch Auswahl von m + 1 Colonnen gebildet werden können, 
alle identisch verschwinden, so ist die transformirte Function 
von den Grössen / i:. De unabhängig und in Wahrheit von 
nicht mehr als m Variablen abhängig“). 


Beweis. Nach der Voraussetzung ist die Functionaldeter- 
ininante der y in Bezug auf die œ 
= Eh. fun = In I .. ＋ fin М 


von Null verschieden (I/. Durch die Substitution 
1 М 
day, = $ “ук dy; 
е d 
findet man 
| . 
df, = [йш — 0, e lu d 
k £P kh 
Der Ditlerentialquotient der transformirten Function % in Bezug 
auf y; wird demnach gefunden, indem man dureh Z die Summe 


Ia м +.. + fen An 
dividirt d. i. die Determinante nten Grades, welche aus 4 abge- 
*) Der Jacosr'sche Satz (det. funct. $. 7) ist auf diese Weise vou Каом- 


ЕСКЕК erweitert und genauer gefasst worden. Briefl. Mittheilung 1869 
März 41 


g* 
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leitet wird, indem man fa durch fẹ ersetzt. Wenn man nun in 
4 der Reihe nach /,, An: fe durch fj ersetzt, so verschwinden 
identisch die abgeleitete Determinante und jener Differential- 
quotient, weil die aus » + !, bestimmten Zeilen des Systems und 
je m + ! Colonnen. desselben zu bildenden partialen Determinan- 
ten nach der Voraussetzung sänmtlich identisch verschwinden 
(S. 4, 4). 

Wäre aber unter diesen partialen Determinanten (m-4-1)ten 
Grades eine von Null verschieden, so konnten die Determinante 
nten Grades und der von ihr abhängige Differentialquotient nicht 
identisch verschwinden, in Betracht dass /,4,,,,..,/, insoweit 
verfügbar bleiben, als nicht die Functionaldeterminante 4 iden- 
tisch verschwindet. 


7. Besondere Fülle. Wenn die Functionen fj,.. , f, 
linearsind, so ist die Functionaldeterminante von der Deter- 
minante der Coefficienten nicht verschieden (S. 8). Bei dem 
Verschwinden dieser Determinante sind die Functionen durch 
eine Gleichung von der Form 


tih + aah +.. ＋ „%% = H 
unter einander verbunden und jede von ihnen durch 2 — 1 
Grössen ausdrückbar. 

Wenn die Functionen f, ,. . „% die partialen Differentialquo— 
tienten einer gegebenen Function F sind, so ist die Functional- 
determinante gleichbedeutend mit der von Hesse (Crelle J. 98 
p. 83) aus den zweiten partialen Differentialquotienten von F 
gebildeten Determinante, welcher Syıvesten (Cambr. and Dublin 
math. J. 6 p. 186) den Namen »llessian of Fe gegeben hat. 
Diese Funclionaldeterminante verschwindet identisch, sobald die 
Differentialquotienten durch eine bei beliebigen Werthen der 
Variablen gültige Gleichung verbunden sind (1). Wenn die 
Differentialquotienten durch eine Gleichung von der Art 

О О О: Caa 
verbunden sind, in welcher i, . „ n Constanten bedeuten, so 
geht die Function F durch die lineare Substitution 


Tı E Ss + oy, 


„ i = Ya-ı „ - Ma 


Xy — Cn Vn 
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in eine Function der Variablen , . „ ½ i über, weil 


Ma dx, дт x 

т.т f, m: * i wahr. * ëch x 9*). 

Wenn die Function F eine quadratische Form ist d. h. 
eine ganze homogene Function der Variablen von 2 Dimensionen, 
so sind ihre Differentialquotienten f, . . % linear und die mit 
— 1 multiplieirte Funetionaldeterminante derselben wird die De- 
terminante der Form genannt. Wenn die Determinante der 
Form verschwindet, so sind /i, . fe durch eine Gleichung von 
der Art 

ar оо = 0 

verbunden bei beliebigen Werthen der Variablen , . %, und 
die Form F ist in Wahrheit eine quadratische Form von weniger 


als à. Variablen **). 
Beispiel 
H = а? + 4% — 95?-4- 245 4 rz — bey 
TI = 2m — 5% ＋ z 
fy = — 5s 8 + 95 
L = r + 2y — 42 


Die Determinante der Form F verschwindet und man hat 
Bfe fy + [„ = Фо. 
Durch Einführung der neuen Variablen 


æ — 23 oder 2 — 24 oder 4 — 2 


Шы 5 p y-jı 
piti 3= y з — 2 

findet man 
F = ( = 28) + 4% — 5) — 5% — 25) y — 3) 


(* — 2%“ — 2(2 — ) + (ш — 2% (5 — y) 
= Ain фа)? — 2(3 — ) + 2(y — 3% ( — Aa) 
= (2—0 — = hy + 9з). 


тар А = 1 lei 
ariablen . . , 2 з ио 7 : 
Variablen ar Lya, von welchen y, ,.., y, in gegebener Weise 

abhängen, durch Gh . ul ausgedrückt wird, so wird das 


8. Wenn die Function F , %] nach Einführung der 


*) Vergl. Hesse Crelle J. 42 p. 117. 56 p. 263. 
**) Gauss Disq. arithm. 154. 215. 267. 
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134 , SI 
zwischen bestimmten endlichen Grenzen genommene nfache 
Integral / = fr Wis Bel day. % dureh 


ду, Әу, 


02 д2, 


4 


few. ANZ ЕЕ dry... dE 
ausgedrückt. Dabei wird vorausgesetzt, dass jedem System von 
Werthen der y ein System von Werthen der 2: eindeutig ent- 
spricht; dass die entsprechenden Diflerentiale gleiche Zeichen 
erhalten; dass die Grenzen der Integrationen in Bezug auf die 2 
entsprechend den gegebenen Grenzen der Integrationen in Bezug 
auf die y gezogen werden *). 


Beweis. Die Reihenfolge der Integrationen ist beliebig. Wenn 
man mit der Integration in Bezug auf % beginnt, und 


Yn = ui: Mama Zn) 
dr, 1 
setzt, so hat man diy durch x da, zu ersetzen, weil % 
3 Ju 0 * n $ 


%- unverändert bleiben. und findet 
д4, 
7 fi N) T V 


Wenn man die Entwickelung dieses Integrals mit der Integration 
in Bezug auf Ypi beginnt und 


en ns ee 


D 
9 Е 
selzt, so hat man «dy„_, durch FUE cur dau, £u ersetzen, weil 
GER 


„ . Уно, Ty unverändert bleiben, und findet 


qu, ou, 


rr 00 ОШ 


4 = 1 n- 2 Hu In) 


Indem man so fortfährt, erhält man endlich 


) Die Transformation eines zweifachen Integrals ist zuerst von EULER 
1759 Nov. Comm. Petrop. 14, I p. 72 (Calc. integr. IV p. 416) gezeigt wor- 
den. Bald darauf hat LacnANGE Mém. de l'Acad. de Berlin 1773 p. 425 die 
Transformation eines dreifachen Integrals ausgeführt. Der allgemeine Aus- 
druck des transformirten vielfachen Integrals rührt von Jacosı her (Crelle 
J. 12 p. 38, det. funct. $. 19). Denselben Ausdruck hat später CATALAN 
gefunden. Mem. cour. p. Расай. de Bruxelles t. 14 (1840). Vergl. Bull. de 
l'acad. de Belgique t. 43, 6. 
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Das Product der hinzutretenden Diſterentialquotienten ist der 
Funetionaldeterminante der Grössen y in Bezug auf die Grössen 
x gleich, wie auch der Zusammenhang jener mit diesen gegeben 


sei (3). 


9. Zu derselben Regel gelangt man unmittelbar durch Ver- 
folzung des Weges, den LacRANGE (1. c.) bei der Transformation 
eines dreifachen Integrals eingeschlagen hat”). 

Wenn fi, /5,..,f, Funclionen der Variablen i, , „ 2 
sind, und durch fj, der Differentialquotient von Gm Bezug auf 
ry bezeichnet wird, so besteht das System von linearen Glei- 
chungen 


df, = fj, de, + ed t.. + finden 


df, — fur e, + һа, +.. + n AU 


Durch Auflösung desselben erhält man (1; 


af +... + d, = H d 
wenn A, = X X fite. fen und Aig den Coefficienten von /i in Ry 
bedeutet, so dass insbesondere Jin = H,. , ist. Es sei nun U 
eine gegebene Function von /i, „% und 


fous di a DEn 


das zu bildende vielfache Integral. 

Wenn man die Reihe der auszuführenden Integrationen mit 
der Integration in Bezug auf / eröffnet, so hat man die Summe 
der Differentiale Udf, unter der Bedingung zu suchen, dass 
his H e unverändert bleiben. Unter dieser Bedingung ist 
in dem obigen System von linearen Gleichungen 

df, = 0, df, = 0,..,df,., = 09, 
folglich 
„ den, 


R А e 
so dass man df, durch "ae do, ersetzen kann. Folglich ist 
n—ı 


ГА 1 
Udf, .. df, = U df, df, uda, 
1 Nn 


Vergl. CaTaLan I. c. Moreno Leçons II p. 223. 
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wenn die Grenzen von Aw nach den gegebenen Grenzen von /n 

bestimmt werden. Indem man die Entwickelung des so trans- 

formirten Integrals mit der Integration in Bezug auf die Variable 
= * tm : li 

Гь beginnt, hat man die Summe der Ditferentiale U "m 66 —1 


ъ=! 
zu suchen, während fi, f5,..,/4 5, A unverändert bleiben. 
Unter dieser Voraussetzung hat man aber 


df, = O. „ dfan = 0, dm, = 0, 


mithin folgendes System von v — | linearen Gleichungen: 


0 = И dr, 1 . ha-ı аху А 
0 = u 2½ dën +... + fu 2% а 
df,., = а dx, + .. + fnna Фа 


Hieraus ergiebt sich wie oben 


Beth, = Byin, 


Bu- R, i 
so dass man (% = durch „ dap und U .—*- div durch 
EEN А 2 —1 n=l 
2 K 1 
R x " ] 
Up d.r, ., ersetzen kann. Daher ist bei der erforderlichen 
n—2 
Begrenzung 


bel 


eh: TN 
d 5% * df, -- df, = / Bez. d df, uda, d, 


Der gefundene Ausdruck für das gesuchte vielfache Integral 
lässt sich durch analoge Betrachtungen transformiren, indem 
man zufolge eines Systems von 2 — 2 linearen Gleichungen 


er 
d durch m dano ersetzt, wodurch 
"n-— 


2 Ra 
Ir i - df, B, Е ЕИ dc, 


Et? 
% Be 

=j Up df, SEH 

P GEZ) 
wird, u. s. w. Endlich findet man auf demselben Wege 

„Rn ү 

fü p df dn, . da, = Јон de.. dz, , 

indem man zuerst in Bezug auf f; integrirend vermöge der Be 


dingungen 
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dx, = 0, de, zer day) 


-— А ? M, 
das Differential df, durch dr, 


d.c, d. i. Ry du, ersetzt. 

10. Die Krümmung, welehe eine gegebene Fläche in einem 
ihrer Punete hat (curvatura localis im Gegensatz zu integra), wird 
nach Gauss“ durch eine Functionaldeterininante. gemessen, die 
bei den verschiedenen Methoden, die Flächenpuncte zu bestim- 
men, in verschiedenen Gestalten auftritt. 

Der gegebenen Fläche wird von Gauss eine Kugel heigeord- 
net, deren Centrum im Anfang der orthogonalen Coordinaten liegt 
und deren Radius eine Längeneinheit ist, so dass dem Flächen- 
punet (x, y, 3 derjenige Kugelpunct X, Y, Z) entspricht, dessen 
Radius mit der Normale des Flächenpunctes einerlei Richtung hat. 
Einem Flächenelement in der Nähe des Punetes (x, y, s) ent- 
spricht demnach ein paralleles Kugelelement in der Nähe des 
Punetes (X, Y, Zi. Das Verhältniss dieses Kugelelementes zu 
jenem Fláchenelement ist das Mass der Krümmung der Fläche in 
dem Punete (x, y, 3). Dasselbe Verhältniss haben die Projeetio- 
nen der beiden parallelen Flächenelemente auf die Ebene ау. 
Die Fläche des Dreiecks der Punete 

, /. „, (v dh, у + dy, 5 + dz), (v+ dx, y+ ðy, 5 + 05) 


hat (vergl. unten §. 15) die Projection 4 ду — 0:000), wäh- 
rend die Flache des entsprechenden Dreiecks die Projeetion 
/- Хе)! hat. Daher ist die Krümmung der Fläche in 


dem Punct (x, y, з, 


p. DOY- xd 
© арду — óc dy 


Nun sind X, Y wie s bestimmte Funelionen von , у, d. h. 


EN. CENE. 
dX = S 2r m dy 
u. S. W., folglich ($. 5, 1) 
AA AA 
dX dX Au ду dæ Фа 
dY бү dy ar йу ду 
ðs ду 


) Disq. generales circa superf. curvas 1827 (Comm. rec. Gott. VL. 
Die hier gegebene Form der Rechnung ist in einem Aufsatz des Vert, 
iLeipz. Berichte 1866 p. 4) enthalten. 
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Оо дА ОК 
dm än ду ðr 


die Funetionaldeterminante von X, Y in Bezug auf , y. 


k 


Il. Wenn z eine gegebene Function von , y ist und ihre 
Differentialquotienten in Bezug auf 2, y durch p, q, r, s, / nuch 
Ferer bezeichnet werden, so hat man 

dz = pdr-rqdy, dp = ras + sdy, dq = sdx + (dn 

2 1 = роі = V Fg HN. 


Nun ist i5; 


OX OX ðX OX др др 
Ae ду) [др 09 || ðr An 
ay òy) | ду ду || 99 
ðr ду др де || д ду 
und in Folge der Werthe 
DENM . ge E "eg 2 
^н ref 
findet man (2) 
ðX dx IE 
др да t asi др дф _ 
QE aer fell qae edi » m 
др 09 7 o 
also 
rt 5° 


BET EE 1) 


12. Wenn / eine gegebene Function von , y, s ist und 
ihre Differentialquotienten durch fi, f5, f, fi,- bezeichuet 
werden, so hat man auf der Fläche / = 0 


~ SCH E 
BE i ГА 
Gi + EN + 1) = Ke ae s + 185 

д, M, 
др др | ое ду 
Ae ду) a ё др 
до dg | 7 үг | Ae ду 
да ду |, m 3g 

% de dy 
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pa oq 0 1 
—1|/ u + fb. het hag hs 
wi s be fas Is fund fs 
f (з + Лар Їз + fat hs 
9 fh БЕД 
—1 h f he ha 
55 f ha т fua 
ls hs fas ha 
also 
e ee 
> С 18 , h fu fs ha 
Lk RU. NUT Nee 
5 f Аз hs fas 
Anmerkung. Wenn f eine homogene Function der Va- 
тареп ж, y, =, w von m Dimensionen ist, so hat man auf der 
Fläche f = 0, se? 
9 — xf, cuf +, rt 
mAh = Zb + Vhs + Ehe + fu 


u. S. w., folglich durch Verbindung der Zeilen und der Colonnen 


bn be бз h In fe fs h 
log ha fas fa ~~= 1 fiz Lë fs 5 
fs fa fa h EET ſis Jes fs h 
"bh te df. 9 fs fa fu f 


4 
= S TL 


т—1\? Ah 


Diese Deterininante stimmt als Functionaldeterminante der 
Ia mit der Hesse'sehen Determinante von / überein 7. 


13. Wenn die Coordinaten , y, 3 von den Argumenten 
u, v abhängen, so hat man 
dz = x du + „йо, dy = ydu+y,dv, dz = z du + z,dv 


lde £ T 


| dy Y Y | = Adz + Вау Саз = 0 
da 3, 5, 
folglich 
ud en M UG 
D. zz (e H Ze C 


Ср EN + 1) = ME В + С. 
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Nun ist 5 und 2 


др др sr An àp др 1 4 Ж, 
Ae ду || du дг ди дь LK & E | 
Au Òq an ду ^w 97 04 o Е A x | 
dm ду du дь du де i 
[A4 4, AL % m zm, C Am, + Ву, +02 Am, + Ву, +С, 
B B, B, 0 gy, „| = | С, Am By, Сз, dim & . ½ + C, z, 
GNO C MAIRS 5; C, A,z, + By, +05 Mum, + Buy, + С„з, 


Aus den Identitäten 
Am, + Ву, + Сз, = 0, Ar, + Ву, + Cz, = 0, 
Aoc, + Ву + Суз, +40, + Ву, + Сз, = 0 


u. s. W. folgt aber 


de A. Ha 
| | M | Ат, t.. Аа, + | Am, Fo. Ат„+ 
* E. в = за 
| , "i K DICE Айт E ee das... | 
| Wes 


Demnach ist A (42 4- H2 ＋ C5? = Ct (rt— s? 


21 а T | Ze | | Way M Ey 


u wie 94 аз rt 312 A 0 
Du 74 9 Ei D t.. TOT... | 
= Luft + т Б 
nac, + XQ X, + D C + | 
„Т, . ya +... % % 
— |Buy t.. rb e. ар +t.. 


A dto ЁТ,» EE Я 
14, Für das Quadrat eines in dem Punct (w, y, s) anfangen- 
den Linienelementes der Fläche hat man 
dn + dy’ + dai 
= (p +A) бх? + äng dz dy + (q^ 1) ау 
= Edw + ЗЕ du йо + 6 ат 
wobei 
E = A ht Feen tyy tnm, G-xey с. 
Die Krümmung / ist von Gauss auch durch die Grössen К, F, G 
und deren erste und zweite Diflerentialquotienten ausgedrückt 
worden. 
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Zunächst ist die Determinante der quadratischen Form 
Edu?--.. aus der Determinante der Form (p?2- 1) da? +.. 
ableitbar $. 14, 3), folglich 

EG . = (pP ti) = А + В ＋ С 


vergl. F. 5, 2). Ferner ergiebt die Differentiation nach a und v 


iE = mam... 36 = mma. d 
ЕКЕ жол ee ТО = ED 
I E = Luke Y. + Жалы t.. $04 = Dulu +... + Т, t 


E = жулу, +. Еа Е оа LE т 


f df CEU Еа Е. 
lie — 2 E = $64 = түш .. Dir — 


Durch Benutzung dieser Werthe erhält man aus dem obenstehen- 
den Ausdruck 13) den folgenden für A 'K G — F3)?: 


bie — 1 Ea уба F = 4 61 36 0 $ E, $6, | 


4 E, E F de 
Mer F 6 ia. G 


Anmerkung. Liovvirtk (Journ. 16 p. 131; ht EG- F? = D? 
gesetzt und gefunden 


9 1 F ò d F 
-&D ze u i - $ ТИЕ | 
He i5 (ss. Ms? 2 *» р (4 Be б: G 


15. Wenn fi, f5,.., fa von einander unabhängige Functio- 
nen von ү, X9,.., X4 Sind, so sind auch 24, &%,.., 0, von 
einander unabhängige Functionen von fi, 5, .., fu, Die Deter- 
minante des Systems fi, /,,..,/„ und die Determinante des 
Systems тү, T9,..,.r, Sind reciprok, d. h. ihr Product ist 


ER 
= | * 


Beweis. Um / in Bezug auf / zu differentiüren, müsste man 
жу, 32, .., n durch /1 f5, .. /n ausdrücken und 


òf; да, + 975 да, UA д2, 
de f, "An Xf de 5 


bilden. Diese Summe beträgt aber 0 oder 1, je nachdem * von 


) Jacosı det. funct. $. 8. Dasselbe Theorem halte Mösius Crelle J. 42 
p. 116 gefunden. 
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verschieden ist oder nicht, weil fi, fa, .., / von einander 
unabhängig sind. 

i 
k. 
erwähnte Summe durch c, bezeichnet man die Determinanten 


Bezeichnet man E! durch ад, 7 durch б und die 
à 


u: бш b... din Du 55 Cin 


Du — > Onn bm > s Ben Cu Саң 


durch R, S, T, so ist 

Cik = алб + a bur 
folglich ($. 5, 1) 7 = RS. Nun ist cj; entweder 0 oder !, je 
nachdem / von i verschieden ist oder nicht; folglich 7 — 1 
Sen), Col Mh: 


| д^ 9f, да, дт, 
дж de, 95 77 Dhe 


à, I || д2, dm, 
дл, да, || M, `` f, 


16. Wenn R und S die vorige Bedeutung haben und die 


Ü 
Coefficienten von DE 
D Ti 


Е А да, 
in R und von n 


in S durch ot und jj. 
A 


bezeichnet werden , so ist *) 


да; 9f; T 
H M. * Shi» Foz, = f, 
| дж, да, | een 3 
| UA d M. „ C, 
R - = e в 
92. Ò Em Ò fn д 
ОЕ nm Be. Im, 
dh 9f, фе: k dn e 
дт, d, Ím In 
5 e = А a А 
Ò fin дл day dx, 
ae dx, жү! | of, i 


Beweis. Nach den angenommenen Bezeichnungen (15) ist 


*) Jacosı det. funct. $. 8 und 9. 
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at us bai * + абы S 
UU go te bi Е л = dim бик = 1 
LT bi k t % bak T. 7 4% bnk m 


Wenn man diese Identitäten der Reihe nach mit 
no cubo 9e» Cm 


multiplieirt und dann addirt, so erhält man $. 3, 3) 


R bik = AL 
Ferner ist §.7, 2 
411 ы y Am | üm + m +1 d fy, +1; 
E Im 
KIT imm | anm +i Dor Qnn 


Durch Substitution der eben gefundenen Werthe von 4aj,.., 


Amm erhält man auf der linken Seite (6. 3, 4) 
CM 05 
R” "nan EP. 
bm 9 u Uri 


und damit den Inhalt der zweiten Behauptung. Die übrigen 
Behauptungen folgen aus den bewiesenen, indem man gleich- 
zeitig f mit x, R mit S vertauscht. 


17. Wenn k eine Grösse bedeutet, von welcher fi , f5,. n 
auf gegebene Weise abhängen, so kann man die Diflerential- 
quotienten 

d d Nä 

di ' Quee co gre 3 
welche zunächst Funetionen von ү, 29,..,2 sind, von den 
Variablen fi, fa, -sfa abhängig machen, um sie in Bezug auf 
diese Variablen zu differentiiren. Die Functionaldeterminante Л 
(15 und 16), welche zunächst eine Function von 2$, N, . „ 
ist, kann ebenfalls durch д, f5,..,f, ausgedrückt und dann 
nach { differentiirt werden. Wenn andererseits „ eine Variable 
bedeutet, von welcher шү, &,..,%, auf gegebene Weise 
abhängen u. s. w., so ist nach den angenommenen Bezeich- 
nungen 


*) Jaconr det. funct. $. 9. Vergl. Jacosı Crelle J. 27 p. 209. 
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ð Öh д ot A At — dlogR 
ОЛЛО eg 
2) 3 (A de. 
ке һе ы esteso) - i 
und analog 
0 oa д дг, d dm, _ 1065 
dn GH "äs, name d, du Du 


д д2, д 0c, д VEN 
dx, 5 Ta) T ETC zi WT iE) p 


Insbesondere ist“ 


dëi, där, Ò fg, SÉ 
E? + ду, +.. zb 9% = (0 
да, | дә, dat, 

Be TAM ET ма 


Beweis. Nach $. 3, 15 hat man 


дА — F да; 
No er 
worin nach (1! 
E day 0° /; 
ан ar д! ITEM 
Nun ist aber 
dh om Mf, 02, Of de, 0 Qf 
iw Ie ари odas Wo m Ares’ 
folglich 
AN _ us 9 Of üloggR „ 3 Of 
Mnt c cem m D О б/ 
Ferner ist RS = 4 (15), also log R + log S = 0, und 
Ms 0 log S к= EU 


Ja ^7 7 агаа 
Da die Functionaldeterminante S eine Function der Grössen 
fia Р -- ist, welche die Variable / enthalten, so hat man 


ds "9 8 ae ONU UN AS AL. 
Au 7 % Ar * Ar * UN и 


*) Jacosı Crelle J. 27 p. 203. 
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Nimmt man hinzu, dass 


às Of DS EE 


Уг t wg ТОТО ei 


ist, so erhält man die zweite der aufgestellten Identitäten. Die 
analogen Identitäten ergeben sich durch gleichzeitige Vertau- 
schung von f mit u, f mit oe, R mit S. 
Wenn insbesondere £ = , so ist (16) 
d 


S = fy u.s. W. 
КЕЛ ru 


18. Wenn X, X,,.., X, gegebene Functionen von 2, 
9,,.., Tp bedeuten, f eine unbestimmte Function derselben 
Variablen und 


. „ Шү EN. 
Uri = Ec m Fr 


ist; wenn ferner n von einander unabhängige Lösungen der 
linearen partialen Differentialgleichung i (f) = 0 durch fi, f5,.., 
fa bezeichnet werden, so dass w(fi) , Wa), . . , % identisch 
versehwinden: so lässt sich ein Multiplicator M angeben, durcli 
welchen w(fj zur Determinante der Functionen f, H, . „ f, 
wird. Es ist nämlich 


MOM Ar 
dr dm, E 
9f, 9f, 9f, и 
uc dx dm, EO |фе S AE mn d 
д2 t oz, s dr, 


%% dha дм 

бт dT, DEE 
folglich M w(f) = R, wenn M = Ae: Xj. In der That verschwin- 
den R und %%, wenn für / eine der Functionen f, fa, - - ge- 
setzt wird. Zufolge der in (17) bewiesenen Eigenschaft der 
Coeflicienten A, 4,,.., An ist der Multiplicator M eine Lösung 
der linearen partialen Differentialgleichung *) 


Diu X Оаху) p UAn о. 
дт да, д2, 
*) Jacom Crelle J. 27 p. 210. 
Baltzer, Determ. 3. Aufl, 10 
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Anmerkung. Die durch M bezeichnete Function der 
Grössen X, m,,..,2 wird nach Jacosı jl. c.) der Multipli- 
cator der partialen Differentialgleichung wf) == 0, oder der 
partialen Differentialgleichung 


dx eg да 


0e X— X І 
n 


A e 
oder des Systems von gemeinen Differentialgleichungen 
do: ar du Б Шш MEQUE N, B an 


genannt, weil die Auflösungen jener partialen Differentialglei- 
chungen und dieses Systems gemeiner Dilferentialgleichungen 
im engsten Zusammenhange stehen. Ist nämlich zx eine Lösung 
der Gleichung w(f)- 0 und ж dadurch von mm, &,.., 2, 
abhängig gemacht, dass man zz einer willkürlichen Constante 
gleichgesetzt hat, so hat man 


Orr. . ün . дл 
(y — Ap KE ar А, да, + o up A, dx, DH 
дл бш Ош t f 
дт; d да; à 
dn дл дл * ER E 
dr Qe EE nz, EA 
. дж . да 
N PLI 


Sind andrerseits fi , / von einander unabhängige Lösun- 
gen der Gleichung w(f) = N und willkürlichen Constanten 
gleichgesetzt, so hat man 


50 9f, 9f, 
Ya dr + As, dz, +..+ CC ar, = @ 
dé lé Or, 
GR de + FE da, + E 2T. H E 


und durch Auflösung dieses linearen Systems 
йа: йау er = 
=н А, SIND I 
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8.13. Die homogenen Functionen, insbesondere die 
quadratischen Formen. 
1. Wenn x eine homogene Function der Variablen 2, 
H + D 0 и 
„ . „ Ty von m Dimensionen ist, wenn man 4. durch x; be- 
zeichnet, so ist identisch nach Evrer’s Theorem“) 
ти = un + .. + um. 
Indem man denselben Satz auf die homogenen Functionen 
е а iu 
HQ, V3, . . von n- Dimensionen anwendet und -—— —— durch 
дауда 
„% bezeichnet, erhält man das System von Identitäten **) 


(ш — 1)u, = итш, . + Man iw 


Qn — A) %% = wo + .. + UE. 


2. Nach den angenommenen Bezeichnungen ist 


n ( %% = хир 
ik 


wobei für г und А alle Zahlen von I bis n zu setzen sind ***). 
Wenn man nämlich die obigen Identitäten der Reihe nach mit 
гү, Ly, . % Xy multiplieirt und addirt, so findet man auf der 
rechten Seite die angegebene Summe, weil 2% = tgp und auf 
der linken Seite mim —1)« nach (1). 

Diese und andere Zerlegungen der homogenen Function 
ergeben sich, wenn man die Identität 

fa + шау, + оа. my E om, = (+ o)” fE Laser Sal 


nach steigenden Potenzen von w entwickelt. 


3. In Folge der in (1; gegebenen Identitäten ist (S. 8) 


m 
— u [77 
эһ { ' i 
u Ui Lm 0 
| 
Un Mu %, 


*) Mechanica 4736 tom. II, $. 106. 497. Calc. diff. $. 225. 
**) Hrssz Crelle J. 28 p. 78. 
***| Lacroix Calc. diff. $. 9t. 
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nach Weglassung des Factor m —1 in der ersten Colonne ($. 3, +). 
Diese identisch verschwindende Determinante (n-+1)ten Grades 
kann nach $.3, 17 entwickelt werden. Bezeichnet man die 
IHesse'sche Determinante уоп u ($. 19,5) durch v = X E nx. % 
und den Coeffieienten von uj, in v durch ou, so ist aj, = ay, 
weil uj; = uj; ($. 3, 13), und man erhält“) 


— UV – Хи цьо = 0. 
ik 


MU 
m Ll 1 + ч ht: + uy m, = 0 
— m) ш u, t.. + % % = 0 
— (m—1) wu, + ш +t.. + uy m, = 0 


folgt nach $. 8, 2 die Proportion 


= (ВЕ д. uti би cass trs 


" D E mu 
wenn die Coefficienten der Elemente == 
"n- 


verschwindenden Determinante (n + ten Grades 


%, ug in der 


mu 


—— U u 
7 n 
RES u 7g >- Man 
us Un oM Unn 


der Reihe nach durch v, Pi, Bj; bezeichnet werden. Nun ist 
Bix = Вы 8.3, 13), folglich auch 02 — vj; (. 6, 5), und 
daher 


„ fü | ё 
т — 1 puc i om 
ei, ex Bai Bi *) 
(m — 4)? pom 7 


Wenn daher irgend eine partiale Determinante nten Grades 
der identisch verschwindenden Determinante R, namentlich 


*) Hesse Crelle J. 38 p. 242. 
** Hiermit stimmen die von Hesse (Crelle J. 28 p. 103 und 38 p. 242) 
gegebenen Relationen überein. 
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die Determinante v, identisch verschwindet, so verschwinden 
auch die übrigen partialen Determinanten desselben Grades. 


5. Die bewiesenen Relationen leisten einen wichtigen 
Dienst in der Theorie der Krümmung von Linien und Flächen. 
Wenn f eine Function der orthogonalen Coordinaten , y eines 
Punctes ist, also f == 0 die Gleichung der Linie ist, auf welcher 
der Punct с, y) liegt; wenn ferner 


др A Wl 

iacit КЖ e 
e - v vr ANE, ar 
N een dn дл: he "far "Aug һ 


gesetzt wird, so ist bekanntlich 
z»—i$.y—n-—hf:f 
die Gleichung für die Normale der Linie (f — 0) durch den Punet 
(x, у) derselben, wobei £, / die Coordinaten irgend eines 
Punctes der Normale bedeuten. Setzt man 
Ae 0) = h, Му— =h, 
und differentiirt diese Gleichungen, so erhält man 
has + f,dy = 0, 
(r— 801 + ids = dfi, (у—4А+ 14у = dh, 

oder 

di л А 

fi Tus df, = даж, E т = dh ray 

für die Normale der Linie (f = 0) durch den Punct (x + da, 
y+ dy), welche mit der ersten Normale den Punct (S, 7) 


gemein hat, d. i. das Centrum der Krümmung, welche die Linie 
(f — 9) im Puncte (x, y) hat. Aus dem System 


6 = f, da + f, dy 
dà 3 
h Sp = (fiù dsr + hardy 
ад 
f À к= fa d + (0 À) dy 
folgt (5. 8) 
0 ћ fi 
fi = å fiz ed 
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zur Bestimmung von A. Wenn man diese Gleichung nach 
$. 3, 17 entwickelt, so erhält A den Coefficienten fi? + fa? und 
das von A unabhängige Glied ist 


Dh f 
L= fi fua 
H h fra fa 
Daher ist 
Л - phis. ^ 
(| к 


Endlich hat man zur Berechnung des Radius der Krümmung, der 
durch о bezeichnet wird, 


[As + D 
1? 


ë = (2 8° + (у 1)" = 


und zur Berechnung der Krümmung 
1 —L 


e erh 
Die Determinante Z ist leichter zu behandeln, wenn die 
Function, auf welche sie sich bezieht, homogen ist. Versteht 
man unter à die homogene Function der Variablen a, à», 2, 
welche mit f identisch wird, wenn x, = 1, so hat man (4) 


0 u u 
ù 
Lau «а 
t n 12 т 4 , 
M, и, H 


worin v = F E 4,19%; und nach der Differentiation x, = 1 
zu setzen ist. 

Die Puncte der Linie // = 0 oder u = 0), für welche Z oder 
v verschwindet, mithin die Krümmung verschwindet, wenn nicht 
zugleich 51? ＋ fj? verschwindet, sind im Allgemeinen Wende- 
puncte der Linie. Sie erscheinen als Durchschnitte der Linie 
(f = 0 oder и = 0) und der Linie (L = 0 oder v = 0). Nun 
sind f und « nach Voraussetzung mien Grades, v aber 3(m—2)ten 
Grades, folglich haben die gedachten Linien З m{m — 2) gemein- 
schaftliche Puncte, die im Allgemeinen Wendepuncte der Linie 
[= sind, d. h. eine Linie mien Grades hat im All- 
gemeinen 3m (m — 2; Wendepuncte*). 


*) Dieser Satz ist 1834 von Prücker (Crelle J. 42 p. 105, Syst. der 
analyt. Gcom. p. 264) aufgestellt worden. Der hier mitgetheilte Beweis 
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6. Wenn f eine Function der orthogonalen Coordinaten 
2, y, z eines Punctes, also f = 0 die Gleichung der Fläche ist, 
auf welcher der Punct (т, y, z) liegt, so ist nach den vorigen 
Bezeichnungen 


m—b:y—-n:s—t—hth:f 


die Gleichung für die Normale der Fläche (f — 0) durch den 
Punct (x, у, 2), wofür 


A — F = fh, I = = . 402-0 = . 


gesetzt werden kann. Die Normalen der Fläche (f = 0. durch 
die Puncte (x, y, 2) und (c+dx, y+dy, z ds schneiden 
sich im Allgemeinen nicht, sondern nur dann, wenn der zuletzt 
genannte Punct auf einer durch (x, y, z) gehenden Krüm- 
mungslinie liegt). Ihr Durchschnitt 5, 2, С) ist das Krüm- 
mungscentrum eines Hauptschnitts der Fläche für den Punct 
(, у, ж). Durch Differentiation der obigen Gleichungen findet 
man für diesen Fall 


(r—£) d + Ad = dfi, u.s. W. 


oder 
n m = df,— Ad 
d 
ГА T = df, — Ady 
14 
f, T = an - Ads 
Folglich A 8) ist 
|h df, ах 
Is df, dy = 0 
In df dz 


die Differentialgleichung, welche in Verbindung mit der Diffe- 
ventialgleichung der gegebenen Fläche 


f, dz + [,dy + fiz = 0 


rührt von Hesse (1. c.) her. Einen andern Beweis findet man bei Jacob 
(Crelle J. 40 p. 254). 

) Bei genauer Infinitesimalbetrachtung findet man (SchEinner briefl. 
Mittheilung), dass in diesem Falle der Abstand der Normalen ein Unend- 
lichkleines 3ter Ordnung ist, wahrend der Abstand der Fusspuntce zu den 
Unendlichkleinen iter Ordnung gehört. Vergl. BouquET Liouv. J. 41 p. 125. 
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die durch den Punct (x, y, =) gehenden Krümmungslinien be- 
stimmt. Aus dem System der Gleichungen 


08 = fi d +f dy +f, dz 
då ; 

h х, = (fu d ＋ 1 ду + fa d 
dà 

. fi, dæ + (a dn + fads 
dà 

f ur hs dx + fa dy + (fs — А) dz 


folgt zur Bestimmung von A 


0 fi 2 f, 
fi fi =1 f lis 
2 fiz foz =? E 
h fis f fas — 4 


Diese Gleichung ist zweiten Grades, und zwar hat 42 den Coef- 
fiienten — fl? — fj? — 52, während das von A unabhängige 
Glied 

9 fh Rh fh 

h fu fie fs 

f, fiz 722 Рз 

5 f lis lbs 


ist. Bezeichnet man die Wurzeln derselben Gleichung durch 
А, А', so hat man 


—L 
„ заа 
lin fbr Ael 


Wenn man endlich den Abstand des Punctes (Ё, у, C) von 
(2, y, z) durch o bezeichnet, so ist 

0 = (2 — 8° + (у – 1) + ( – 0)" 

до = Vf! fà f) о 
Demnach hat auch р zwei Werthe р’, o", so dass 
ar ut oi o" = fe + 125 + B A 

Die reciproken Werthe von g und o" sind aber die Krümmungen 
der durch (x, y, z) gehenden Krümmungslinien und der von 


ihnen berührten Hauptschnitte der Fläche, also ist das Pro- 
duct der Hauptkrümmungen der Fläche (f = 0) in dem Puncte 


(* y, 3 
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1 L 


gv = „ (Vergl. $, 12, 12). 


f EE D) 

Versteht man unter v die homogene Function der Variablen 

Li, Xa, Xy, 24, Welche mit f identisch wird, wenn a, = 1 isl, 
so hat man (4) 


5 u, а, Uiz Ws v 
— 2 
U, Uiz Un Uns (m — 1) 
Uh Ug Vx шш 


Die Puncte der Fläche (f — 0 oder u = 0), für welche Z 
oder v verschwindet, sind im Allgemeinen Wendepuncte von 
Hauptschnitten der Fläche. Sie liegen auf dem Durchschnitt 
der Flächen (f = 0 oder и = 0) und L = 0 oder v = 0). Nun 
sind f und v nach Voraussetzung mten Grades, v aber 4 — 2) — 
ten Grades, also liegt die Wendelinie einer Fläche 
mien Grades zugleich auf einer bestimmten Fläche 
4 (m ten Grades”). 


7. Aus den in (1) gegebenen Identitäten hat Jacosı **j, ver- 


anlasst durch einen von Hesse mitgetheilten Satz, folgendes die 
mehr erwähnte Determinante 


(pc SE i 508 Cha 


betreffende System von Identitäten entwickelt. Zunächst ist 
wie $. 8 

(1) оа; = n — 1) (A1 + .. oU), 
wenn Got = 4% wie oben (3) den Coefficienten von uj; = н 
іп v bedeutet, Indem man diese Identität in Bezug auf æ; oder 
W diflerentiirt und zur Abkürzung 


We я 
Sera: 
setzt, erhält man 
Dani 
61) Dr Ee ut.. + v 2 + m—2)v, 
0 Td 


*) Hesse J. c. 
**) Crelle J. 40 p. 318. 
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да, 
EE DEI 5 8 +..+ EE un) 5 
weil ($. 3, 3j 


tt = H 
Atik T. E 4% ½% * = D a 


Durch abermalige Differentiation der gefundenen Identitäten, 
wobei 


3 
Бо улу ШӘ ШО 
gesetzt ist, erhält man 
T dai d? Ini 
Wi 
дш; duni 
= 06 ix: +.. + 4% a = + m- HN, 
Òa 
DX. = m= $ CES u+.. Fran 2 


à ur д иш ) 


d 
— pu ЕЕ ES E oy 


indem man die Differentiation der Identitäten 


41 1 % T.. 7 %% = D 


Aih .. + oOgaUn 


in Bezug auf x, zu Hülfe nimmt. 


8. Bei einem System von Werthen der Variablen i, 
209 ,.. Xp, welches den nicht unbedingt zulässigen Gleichungen 
и, = 0 и = „ . „ Man = H 
genügt, verschwinden zugleich die Functionen и und v , sowie 
Vi, 09, . De (7, Ш. Daraus erkennt man, dass ein Doppelpunct 
der Linie и = 0 auf der Linie v = 0 liegt und ein Doppelpunct 
derselben ist, dass also nicht alle gemeinschaftlichen Puncte der 


Linien u = 0, v = 0 Wendepuncte der Linie u = 0 sein 
müssen. 


Aus den Gleichungen 


0 — Mu cos. + % 2, 


De Und e. + Wenn 
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folgt aber F. 8, 2 und $. 6, 5), wenn ® die angegebene Bedeu- 
tung hat, 


hw LL To = ёз upto. 
2 SC 1 
STI Das N 


Nac = Aik. 


Durch diese Substitutionen erhält man in (7, Ш) 


d. i. nach (1) 
vig = —(m—1)m-—?2,Nuy, 
folglich *) 
ty Zen Ee „%% um iu ce > 


weshalb auch die Determinante I # ру. - nn verschwindet. 


Die Geraden, welche die Linie u = 0 in ihrem Doppelpunct 
berühren, werden durch die Proportion der nieht verschwinden- 
den Differentialquotienten bestimmt. Man erkennt also, dass die 
Geraden, welche die Linie u = 0 in einem Doppelpunet berüh- 
ren, zugleich die Linie v = 0 daselbst berühren. Ein Doppelpunct 
der Linie u = 0 enthält demnach + + 2 gemeinschaftliche Puncte 
der Linien и = 0, v = 0, welche nicht Wendepuncte der Linie 
и = ( sind. PLückEn System 1835 p. 266. 


9. Die homogene Function u von m Dimensionen wird, 
wenn sie rational und ganz ist und ganze Goefficienten hat, eine 
Form mten Grades (quadratisch, cubisch u. s. f.) von 
n unbestimmten Variablen (binär, ternär u. s. f.) ge- 
nannt **). Eine quadratische Form (häufig »Forme schlechthin) 
kann durch 


> Aix OE, 
ik 
eine eubische Form durch 


X aa ***) 
iki 


) Hesse Crelle J. 40 p. 316. Vergl. Jacobi J. c. 
**) Gauss Disquis. arithm. art. 453 und 266. 
***) Vergl. Hesse Crelle J. 28 p. 74. 
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dargestellt werden, wobei i, A, “ alle Werthe von I bis n erhalten 
und die Grössen а, а durch Umstellung ihrer Numern keine 
Veränderung erleiden. Unter der Determinante einer 
quadratischen Form versteht man den negativen Werth der 
aus dem System der Coeffieienten gebildeten Determinante. Ist 
also R= ZE ai.. п, so heisst —R die Determinante der 
Form u = & d, . 
i 

Wenn aj; den Coefficienten von aj; in R bedeutet, so heisst 

die quadratische Form 


U = — Ж ЫЕ 
ik 
der Form a adjungirt*). Nach $. 6, 1 hat man 
EE) ee 


d. b. die Determinante der adjungirten Form ist die (n- t) te 
Potenz der Determinante der Form. 

Die adjungirte Form U und die Form u können als Deter- 
minanten dargestellt werden. Nach $. 3, 17 hat man 


0 H Um | 
y a a 

i T 1" 
Vn fu s An | 


Nach derselben Entwickelungsregel ist 


0 m Же. EE 
** fno No 

= = nd: д 
n Ba ад 


wenn A; den Coefficienten von aj, in EŒ ou . . Gan bedeutet. 
Nun ist Aj; = H Zon (8. 6, 2), folglich **) 


0 a „% „ x 
weg Ka Du Dun 
Dn Im > > Dan 


*) Forma adjuncta. Gauss l. c. 267. 
**) Buioscur Det. (53). 


WWW.rcin.org.pl 


$. 13, 1. 157 


10. Die Form u 2 Хо; xay wird durch »4 a, +. ＋ s Ty 
ausgedrückt, so dass 


и, = Goin F.. E % &, 


den halben Differentialquotienten von м in Bezug auf c; bedeu- 
tet (1). Wenn die Determinante der Form verschwin- 
det, so sind ı4,..,u, bei beliebigem a durch eine lineare 
Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden 


ше FH.. + % % = 0 


und die Form ist keine eigentliche von n Variablen, sondern 
geht bei der Vertauschung von o. &,.. mit 


20, — Cr ES Й T, — С, E 


n ©» 


in eine Form von n—1 unbestimmten Variablen über ($. 12, 7). 
In der That ist zufolge jener Bedingung «aj, o .. + lin Cn = 0, 
daher 


T. 


I, * 
Vae * n 
ZZ “(а-а a ) b ox Far cmm 2 d 
\ " 


TZ. Zu 
= TORTE: )+. EN 2 ) 
* * У 


^ 


Bei verschwindender Determinante ist auch oc = y aj; y akk 
eindeutig, folglich die adjungirte Form ау; ein Quadrat, 
nämlich X(Vajyj?. Vergl. $. 6, 5 und 7, 2. 

11. Eine quadratische Form lässt sich durch Quadrate 
linearer Functionen ihrer Variablen darstellen, deren Anzahl die 
Menge der Variablen nicht übersteigt *). 

Wenn aj; nicht Null ist, so ist 

u= aac ＋ 2p + 1 
wobei die lineare Function p und die quadratische Form w die 
Variable 2; nicht enthalten; folglich 
gan = (art r ＋ р) + aw — p. 


Wenn aber aj; = 0 und aj; nicht Null ist, so hat man 


) Gauss Disq. arithm. 271. Theoria comb. observ. 34 (Comm. Gott. 
4849), Derselbe Satz kommt implicite vor bei Ecvrks's Classification der 
Flächen zweiten Grades. Introd. H, Append. c. 5. 
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и = 200% + 2% + 2 p + и" 
wobei p, q, w” die beiden Variablen , ay nicht enthalten; 
folglich 
Зади = Aag, m; + р) ашак +q) + 2% — Ард 

= (ш + р H ада ＋ 4% — (аца; + p — адар – «+ З 4% “ — Ар 

In dem ersten Falle besteht die Form w aus einem Quadrat 
und einer quadratischen Form von 2 — 1 Variablen, in dem 
zweiten Falle besteht sie aus 2 Quadraten und einer quadrati- 
schen Form von n—2 Variablen. Von den übrigen Formen können 
wiederum Quadrate abgelöst werden, u. s. w. 


12. Im realen Gebiet ist eine quadratische Form entweder 
fähig, dureh Null hindurchgehend das Zeichen zu wechseln, und 
heisst dann indefinit, oder sie ist unfähig, das Zeichen zu 
wechseln und heisst dann definit positiv oder negativ). Gauss 
Disq. arithm. 271. 

Wenn bei den Werthen * = ei,. 4% = en, unter denen 
einer z. B. c, nicht Null ist, die Form и = 0 wird, so ist sie 
indefinit oder eine uneigentliche Form mit verschwindender 
Determinante *). 


Beweis. Durch die Substitution 


E 2 2, 
тү = $ 5 к», с 8 „ = e — 1 r 
" “u 


erhält man 


: Le Ta 
Xam m = Хад Le 2 + 2C : " + ") 
n n 


н 
п 2 
H 


2 - 
Dax e +2 T. Ta, e N + 2 4% He Mi 
п 


Davon ist das erste Glied = 0 nach der Voraussetzung. Wenn 
nun акс; y, bei gewissen Werthen von jy; ,. %! nicht ver- 
schwindet, so kann man den Werth von 22, so verändern, dass 
die Form Werthe von entgegengesetzten Zeichen erhält. Wenn 
aber Жас; у bei allen Werthen von An, y, Ver- 
schwindet, so hängt die gegebene Form von nicht mehr als 
n—1 Variablen ab; in der That verschwinden nicht nur die 


*) KnoNECkER Monatsbericht der Berl. Acad. 1868 p. 339. 
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Summen Хад с;,.., Харас; , sondern in Folge der Voraus- 
setzung Xaj,c;c, = ist auch Хоз с; = 0, also verschwindet 
Z Em, 


3 E 
an 

Man schliesst hiernach , dass die eigentliche Form X атут 
definit nicht sein kann, wenn die Coefficienten f, 422 % 
nicht alle von Null verschieden und nicht alle von einerlei Zeichen 


sind. 


13. Wenn man aus zwei quadratischen Formen derselben 
Variablen - 
у = Xagmimy, W = bit, 
mittelst der willkürlichen Multiplicatoren 2 v unzühlig viel For- 
men % + v y ableitet, z. B. 


H 


gi = WO FD, W = u. + к,ар 
so können alle Formen иф + vy auch durch ve + vy dar- 
gestellt werden. Dazu sind die Bedingungen 
ши uv = и, туш =v 
erforderlich und hinreichend. Die Determinante der Form 
иф + vw ist im Allgemeinen eine Function nten Grades von 
u: v, und abgesehn vom Zeichen 
fur) = ZE (иа + POl- . KE? SE 
= (uv, —uv).. (ut, — 4 5) FE; 4% 

Wenn die Determinante von ug + vij einen complexen 

Divisor hat, d. h. wenn die Gleichung Ti, v) = 0 eine complexe 


Wurzel hat, so ist jede eigentliche unter den Formen up + vy 
indefinit*). 


Beweis. Es seien u, und u, v, und pa conjugirt com- 
plexe Zahlen, und 1 p +v, V, uq + v, V, Formen mit ver— 
schwindender Determinante, mithin von weniger als n Variablen 
und darstellbar dureh weniger als n Quadrate z. B. 

Im, im)? .. + (ësst Hin)" 2(y/—zs5 + 212 ½ z 
in denen ? eine Wurzel der negativen Einheit, y, 21, Y2; 29, .. 
reale lineare Functionen der Variablen &,,..,x, bedeuten. 
Dann sind 


*) KRONECKER a. а. О. Vergl. unten ў. 44, 14. 
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1 (u, T %) % +4 te) y 2 % 5,7) 
1 4 " 
2 (% y + "Yi = 28% 3, 
zwei Formen, aus denen, wie oben bemerkt, alle Formen 
uq + vy durch 
и Е (y, — y,") + 2t Ху, з, 


dargestellt werden kónnen. Nun ist 


j , L j t y s 
u'y? + 2v'y3 — u'z’ = Sr (u'y + v'z)? — 7 (u“ + o") 5° 


u’ 
= 6 9 1 60 — = d 


wenn d' Vu? + v? = w und demnach vi — V u? b 


gesetzt wird. Jede unter den Formen 


и! 
Z (иу. T 20 , (v. = == 2 


w 


verschwindet aber, wenn . Чеп n—41 linearen Glei- 
chungen iw y, + wz, = 0 genügen, und ist indefinit unter der Vor- 
aussetzung, dass ihre Determinante nicht verschwindet (12). 

Umgekehrt schliesst man: Wenn unter allen eigentlichen 
Formen иф + vy eine definit ist, so hat die Gleichung f(u, v) = 0 
lauter reale Wurzeln. 


14. Zufolge der Identität 


ug + u = oW + rar v 

kann die Form ug + v i^ mittelst der Divisoren ihrer Determi- 
nante durch Quadrate linearer Functionen dargestellt werden, 
in Betracht dass wy + vy V eine Form von weniger als n Va- 
riablen ist“). 

Wenn g eine positive Form ist, so hat die Determinante 
von uq + vip nur reale Divisoren uvg — uyv (13). Die Form 
upp + ору kann durch n—1 Variable Ya, % ausgedrückt 
werden. Die Form ꝙ kann durch y;,..,y4 und eine andre Va- 
riable ausgedrückt werden, wobei die Quadrate der Variablen 
positive Coefficienten haben (12). Man kann demnach von ꝙ das 


* Kronecker briefl. Mittheilung 1867. 
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Quadrat einer linearen Function aller Variablen ablösen, so dass 
eine Form der y5,.., y, übrig bleibt (11), und man erhält 
Wt, — uiv 


ич + vw = 
Uk 


2% + ugt о" 


Hierbei ist o wiederum eine positive Form, daher kann man die 
Form ug’ + vw' der Variablen yj... % auf dieselbe Art zer- 
theilen, u. s. w. Ein linearer Divisor der Determinante von 
иф + vy’ ist zugleich ein Divisor der Determinante von 
ug + vw, weil beim Verschwinden jener Determinante auch 
diese verschwindet (0. Also findet man 


ит -Uuv * . v 
ug tep = = ST zb d Чын Н м 
1 ^ Mu 
folglich 
{== sait, xa) 
d 4 u у 
-p= >z’ . + "Si 
v vy, 
u w D d 
Wenn alle Wurzeln „„ —,.. der Gleichung /(w,v) = 0 
v } t. H = ? 


negativ sind, so ist y eine positive Form. 
Die übrigen Fälle sind von WIInsTAass und KRONECKER 
Monatsbericht der Berl. Acad. 1868 p. 310 fl. behandelt worden. 


15. Wie man auch die quadratische Form Ха; ajo in 
Aggregate von Quadraten realer linearer Ausdrücke tansformirt, 
so findet sich doch in allen Aggregaten dieselbe Anzahl von posi- 
tiven und dieselbe Anzahl von negativen Coefficienten der Qua- 
drate*,. Hat man die gegebene Form in das Aggregat 

By + nw + + pn 
und durch eine andere Operation in das Aggregat. 
2 


9, 1 + QS do wb Ga Zu 


verwandelt, so ist identisch 


Du 15 e eee o 815 жЕ а a Su ME 


) Jacosı hat diesen Satz 1847 gekannt, aber noch nicht veröffentlicht. 
Vergl. den nachgelassenen Aufsatz Jaconrs Crelle J. 53 p. 275 nebst den 
Mittheilungen von HERMITE und BORCHARDT а. a. O. p. 274 und 284. Dasselbe 
Princip hat SyLvester entdeckt und unter dem Namen »Trägheitsgesetz der 
quadratischen Formen« bekannt gemacht Philos. Mag. 4852, II p. 140 und 
Philos. Trans. 4853 p. 484. Durch directe Bezieliungen zwischen den Gróssen 
p und q ist der Beweis von Bnroscur geführt worden Nouv. Ann. 1856 Juli. 


^ Baltzer, Determ. 3. Aufl. 44 
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Sind nun m Coefficienten des einen Aggregats z. B. mu... pm 
positiv, die übrigen negativ, so können nicht weniger als m 
Coefficienten des andern Aggregats positiv sein. Wären z. B. 
Mr -- mi positiv, und q4,..,g, negativ, so gibe es Werthe 
von 2,,.., Lp, bei welchen 


51 5 -o 2 1 Vm 4a 0 „ Yn 


verschwinden , während 
B) tee + Haha = mtw —.. ЧаЗа 


positiv ist, gegen die Voraussetzung. 


Anmerkung. Aus diesem Princip folgt, dass die quadra- 
tischen Formen von u Variablen (mit nicht verschwindender 
Determinante) unter einander specifisch verschieden sind je nach 
den Anzahlen positiver oder negativer Quadrate, durch welche 
sie dargestellt werden können. Unter den »Quadraten sind ent- 
weder n, oder n— 1, oder n —2,.. von einerlei Zeichen. Die 
Formen der ersten Art haben bei realen Werthen der Variablen 
nur positive oder nur negative Werthe und sind deshalb definit, 
während die Formen der übrigen Arten indefinit sind 2). 

Wenn für n — 3 oder n = 4 die Verhältnisse von 2 Va- 
riablen zu der 3ten oder die Verhältnisse von 3 Variablen zu der 
Меп die Coordinaten eines Punctes sind, und die gegebene 
Form nebst der durch eine lineare Substitution transformirten 
verschwindet, so sind die zu diesen Gleichungen gehórenden 
Curven oder Flächen zweiten Grades collinear (homogra— 
phisch . Aus dem obigen Prineip folet nun, dass Ellipsen, 
Parabeln, Hyperbeln ohne Unterschied collinear sind, dass hin- 
gegen die Flächen zweiten Grades in ? Arten zerfallen und nur 
die Flächen derselben Art collinear sind. Zu der einen Art ge- 
hören die Ellipsoide nebst den eiliptischen Paraboloiden und 
Нурегроіоійер ; die andre Art umfasst die hyperbolischen Hy- 
perboloide und Paraboloide. Mónms barye. Calc. p. 314. Jaconr 
a. а. O. p. 280. 


16. Unter einer Srunw'schen Reihe wird eine Reihe von 


Gliedern verstanden, welche durch die in ihr vorhandenen 
Zeichenwechsel reale Wurzeln einer gegebenen algebraischen 
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Gleichung anzeigt Jacon und Herne haben quadratische 
Formen angegeben, bei denen die Zählung der positiven und 
der negativen Quadrate, durch welche sie dargestellt werden 
können, denselben Dienst leistet, als die Betrachtung einer 
Sturn’schen Reihe. 

Aus den von einander verschiedenen Wurzeln о, 45,. , 
% der gegebenen Gleichung fa) = 0, einem gegebenen realen 
Werth o und den Unbestimmten m5, 2,,..,2,, bilde man 
die Summe 

H = Z (0 = 4% (h 42 T + % a 


indem man für a die Wurzeln % ,.., % setzt. Jede reale unter 
der Grenze c liegende Wurzel liefert ein positives Quadrat in die 
Summe //. Dagegen ergiebt jedes Paar von conjugirt complexen 
Wurzeln ein positives und ein negatives Quadrat für die Summe 
H, weil 


(yy — P Qy 1) + (8 — yy — oya 
3 D (on – у)" — (8° + 790%} - 


Also wird die Anzahl der verschiedenen realen unter oder über 
der Grenze « liegenden Wurzeln gefunden, indem man die 
Anzahl der positiven oder der negativen Quadrate in der Summe 
H um die Anzahl der verschiedenen Paare von complexen Wur- 
zeln vermindert. Die Anzahl der verschiedenen realen zwischen 
den Grenzen w und е’ liegenden Wurzeln ergiebt sich darnach 
unabhängig von der Anzahl der complexen Wurzeln. 
In der Summe H hat а; 2, den Coefficienten 


itk _ 
= With — S.A 


ly = 2 m — 4) A 
*) Der nach Sen benannte Lehrsatz ist von demselben der Pariser 
Academie 4829 Mai 13, ferner in Férussac Bulletin XI p. 440, Choquet et 
Mayer Algebre 1832 und Mém. prés. 1835 tom. 6 mitgetheilt worden. 
Vergl. Moieno Liouv. J. 5 p. 75. Die allgemeine Aufstellung einer Sturm'- 
schen Reihe verdankt man SyLvEstEer (Philos. Mag. 4839 Dec.), dessen 
Angaben von Ѕтівм (Liouv. J. 7 p. 356) bewiesen, von CavLEv (Liouv. J. 44 
p. 297. 48 p. 269) und ЈолснімѕтнАІ (Crelle J. 48 p. 386) erweitert wurden. 
Die zur Vertretung einer Sturm'schen Reihe dienende quadratische Form 
ist von HERMITE Compt. rend. 4853, I p. 294 aufgestellt worden. weniger 
umfassend bereits von Jacosı 4847, wie aus einer Mittheilung von BORCHARDT 
Crelle J. 53 p. 284 hervorgeht. Vergl. SrLvester Philos. Trans. 4853 p. 484, 
Brioscni Nouv. Ann. 4856 Juli und die Monographie HATTENDoRF über die 
Sturm’schen Functionen, Götlingen 1862. 


d 
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wenn man durch s, die Summe der rten Potenzen der Wurzeln 
1 „ „ % bezeichnet. Die Grössen s, sind real und werden 
aus der Differenz der Quotienten f(x) : (oi und g'(x): glx) 
berechnet ($. 10, 6), indem man unter (2) den Divisor ver- 
steht, welchen f'(x) mit Te) in dem Falle gemein hat, dass die 
Wurzeln der Gleichung f(x) = 0 nicht alle von einander ver- 
schieden sind (8. 11, 20). Demnach ist H = Stret eine 
quadratische Form mit realen Coefficienten, deren Glieder da- 
durch gebildet werden, dass man für i und k alle Nummern von 
0 bis m— 1 setzt, und welche durch je eine bestimmte Anzahl 
von positiven und negativen Quadraten darstellbar ist (15). Die 
Determinante Т. = 2 & 0% tm—im—ı und deren partiale 
Determinanten Z7, 9, Ты—;,.. können nach g. t0, 5 be- 
rechnet werden. 


Anmerkung. Zu dem angegebenen Zweck hat Певміть ^ 
die symmetrische Function 


саз) a Br 


aufgestellt und in die Summe X Л, а y" entwickelt, deren Ex- 
ponenten im Allgemeinen von 0 bis п — 1 steigen. Zugleich ist 


біш, у) = Га Пу v-o Miu — {0 = (t n 

. y — 1 Nu fixi à 
Meet y—o » % e а) 
fix) Vë, Ge ELE * — 4 =; ( — а) (у — a) ’ 


G(r,y) — X (v = a) Im fW. 


Wenn man in diesen Entwickelungen , yë durch £j, St ersetzt, 
so erhält man einerseits die quadratische Form X ^;,2;2,, andrer- 
seits die quadratische Form 
2 (0 — a)(z, t nt, X, 12" 1)? 

wobei £a, 2,,.. lineare Functionen der 21, za... sind. Die An- 
zahlen der positiven und der negativen Quadrate, durch welche 
diese letztre Form sich darstellen lässt, werden durch Bearbei- 
tung der Form Z/;,z,z, erkannt, deren Coeflicienten ganze 
Functionen der Coefficienten von Co) sind. 


*) Crelle J. 52 p. 43. Vergl. Kronecker Comptes rendus 4869 Mai 40. 
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6. 14. Die linearen, insbesondere die orthogonalen 
Substitutionen. 


t. Wenn eine oder mehrere Functionen der Variablen 
„z, . n durch die linearen Substitutionen 


ж = ba bY +.. + buy. 


% S Bai äi * DV . . + Bu n 


in Functionen der Variablen y, , y4,.., Yy transformirt werden, 
so wird die Determinante der Substitutionscoefficienten 


a +ò 


„ай H ЫШ Ben 


die Determinante (modulus) der linearen Substitu- 
tion genannt. Dieselbe muss von Null verschieden sein, wenn 
тү, Laz- -p Lp als unabhängig von einander vorausgesetzt 
werden ($. 12, 7). Die lineare Substitution heisst unimodu- 
lar"), wenn ihre Determinante = 1 ist. 


2. Wenn die linearen Functionen f, fa,:-, fa der Variablen 
Li, 25. . „ % durch eine lineare Substitution in Functionen 
der Variablen 54, y5,.., У tansformirt werden, so ist die 
Determinante des Systems der transformirten Functionen ($. 12, 4) 
das Product der Determinante des Systems der gegebenen Func- 
lionen mit der Determinante der linearen Substitution **). 


Beweis. Es seien 


f, = ауа +.. + % e. 


f, = Go +... + 0.0, 


die gegebenen linearen Functionen. Durch die lineare Sub- 
stitution 


*) SyLvester Cambr. and Dubl. math. J. 7 p. 52. Ueber die Con- 
struction solcher Determinanten vergl. den oben (8.3, 8) citirten Aufsatz 
von HERMITE. 

**) Vergl. den algebraischen Beweis der Multiplicationsregel (8. 5), 
z. B. JoacuiusTHAL Crelle J. 40 p. 22. Die weitere Ausführung dieses Satzes 
ist oben $. 5, 8 gegeben worden. 
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а = AM +... + Drun 
Zu = 54g, +... + Das Man 


erhält man die transformirten Functionen 


= Уу, +.. E CnYn 


fa = Gouf +.. + unns 
worin Cep, gefunden wird, indem man x; , £2,.., % der Reihe 
nach mit a4, diz . din multiplieirt, die Producte addirt und 
in der Summe den Coefficienten y; aufsucht : 

Cg = an 614 уол. E din bur 
Nach §. 5, I ist 


Pe пасі. UIS IE ME 


Anmerkung. Wenn überhaupt die Functionen fi, „/n 
der Variablen а, . . „ % durch eine lineare Substitution in 
Functionen der Variablen y,,..,4, transformirt worden sind, 
so ist die Functionaldeterminante des transformirten Systems das 
Product der Functionaldeterminante des gegebenen Systems mit 
der Determinante der Substitution. Nach $. 12, 5 ist nämlich 


RU M, dé 0 2 2 0m дз, 
zt F £ft 9 e ЕЕ E, 
Nun ist > = bj, folglich u. s. w. 


3. Wenn die Function f der Variablen , . „ % durch 
die lineare Substitution (1) in eine Function der Variablen 
Yis- He transformirt worden ist, so ist die Determinante //! 
der zweiten Differentialquotienten der transformirten Function 
das Product derselben Determinante Н der gegebenen Function mit 
dem Quadrat der Substitutionsdeterminante B *). Nach (2) hat man 


927 dir of 927 
# Ж = E E 2 bun bun 
ду, ду, 09,0%, ду, да, on O _ 
927 UM ei 07 ER 
VVV 


folglich durch Multiplication H = НВ?. 


*) Hesse Crelle J. 28 p. 89. 
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Anmerkung. Wenn die Function / eine quadratische 
Form 15. 13, 9; bedeutet, so ist ihre Functionaldeterminante // 
von der Determinante dieser Form nur dem Zeichen nach ver- 
schieden. Daher wird die Determinante der transformirten Form 
gefunden, indem man die Determinante der gegebenen Form mit 
dem Quadrat der Substitutionsdeterminante multiplicirt “). 


4. Unter der Resultante der homogenen ganzen Functionen 
fiy = а, z^ + Oe E SEINE 
gix, y) in Е Mon ME 
wird die aus den Coefficienten , а... On, bn ge- 
bildete Formel verstanden, welche oben ($. 11, 5) als die Re- 
sultante von fo, 1) und oa, 1) angegeben worden ist. Wenn 
man die Functionen durch die lineare Substitution 

т = ди + ио, y = Vu + uv 
transformirt hat, so findet man die auf gleiche Weise zu bildende 
Resultante der transformirten Functionen, indem man die Re- 
sultante der gegebenen Functionen mit der sn nten Potenz der 
Substitutionsdeterminante Au’ — A'u multiplicirt**;, Stellt man 
die gegebenen Functionen durch die Producte 


ge ( — aY) -~ (r—2,9y) und um — Ay) ..(x— B.V) 
dar, so ist ihre Resultante 
В = am bs" Dia, ,. s Dm t TL" 
Die Differenz @—@ ist die Determinante eines Paares von linearen 
Functionen 2 — Ву und 2 — ay, und geht durch die angegebene 
Substitution in 
„ — a)(Au' — Au) 
über (2). Daher geht die Resultante R durch dieselbe Sub- 
stitution in 
R (Au’ pes, Vu)" 
über. 


) Diese Bemerkung ist für n = 2 von LAcnaNGE (Mem. de Berlin 4773 
p. 285) gemacht worden, für n = 3 von Gauss (Dieq. arithm. 268). 
** Dieser Satz ist in einem umfassenderen Satz BooLe's enthalten, 
welchen Cayey Crelle J. 30 p. 4 anführt. Vergi. ТАСОВ: Crelle J. 40 p. 245. 
SaLMoN higher plane curves p. 295. 
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Anmerkung. Um die Diseriminante der durch die ange- 
zeigte Substitution aus 7, y) entspringenden Function zu finden, 
hat man die Discriminante der gegebenen Function §. 11, 19) 


зт — 2 : 
üm da, ‚14 


mit der mim — Iten Potenz der Substitutionsdeterminante zu 
multiplieiren, in Betracht dass S{a,,..)? das Product von 
m (m - Differenzen ist. 

Es giebt hiernach aus einer oder mehrern homogenen gan- 
zen Functionen abgeleitete homogene ganze Formeln von der 
Eigenschaft, dass ihr Verhältniss zu den Formeln, die auf die- 
selbe Weise aus den durch eine lineare Substitution transfor- 
mirten Functionen abgeleitet werden, eine Potenz der Substi- 
tutionsdeterminante ist, mithin den Werth 1 hat, wenn man 
eine lineare Substitution gebraucht, deren Determinante | ist. 
Die Formeln dieser Art hat Сатет a. a. О. unter dem Namen 
llyperdeterminanten einer Function oder eines Systems 
von Functionen in umfassende Betrachtung gezogen. Man nennt 
die Hyperdeterminanten nach Syrvester (Philos. Mag. 1851, H 
p. 396) Govarianten oder Invarianten, je nachdem sie 
ausser den Coefficienten der Functionen auch die Variablen 
derselben enthalten oder nicht. Z. B. die Functionaldetermi- 
nante R des Systems von Functionen /i, . /a der Variablen 
24,.., , ist im Allgemeinen eine Covariante des Systems, weil 
die Functionaldeterminante des durch eine lineare Substitution, 
deren Determinante B ist, transformirten Systems den Werth 
RB hat (2). Wenn das System nur homogene lineare Functionen 
enthält, so ist A nur aus den Coefficienten des Systems zusam- 
mengesetzt, also eine Invariante des Systems. Die Hrsse'sche 
Determinante H einer homogenen ganzen Function von mehr 
als 2 Dimensionen ist eine Covariante der Function, weil die- 
selbe Determinante der transformirten Function den Werth H B? 
hat (3). Die Discriminante einer homogenen ganzen Function ist 
eine Invariante der Function, und die Resultante von zwei 
binären Formen ist eine Invariante dieses Systems. Vergl. Sai- 
мох Lessons introd. to the modern higher algebra 1859 (deutsch 
bearb. von Fiedler 1863) und die Abhandlungen von Arox- 
notn Crelle J. 62 p. 281, 69 p. 185, CurisrorreL Crelle J. 68 
p. 246. 
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9. Unter den linearen Substitutionen, durch welche man 
eine gegebene Function transformiren kann, ist besonders eine 
solche bemerkenswerth, durch welche zugleich die Summe der 
Quadrate der Variablen in die Summe der Quadrate der neuen 
Variablen transformirt wird. Diese Substitution ist von EULER 
(Nov. Comm. Petrop. 15 p. 75, 20 p. 217), Слиснү (Exerc. 
de Math. 4 p. 140), Jacosı (Crelle J. 12 p. 7), Cayter (Crelle 
J. 32 p. 119) in Betracht gezogen worden und heisst nach einer 
Bemerkung des Lelztern eine orthogonale Substitution. 

Wenn eine Function der Variablen жү, 29, . . ën durch 
eine lineare (orthogonale) Substitution 


zu = Du P Cu y, +.. + слу 
y = Ou Y. * Cn Yz „ E Dun Na 
in eine Function. von / % ½ . % zu transformiren ist, der- 
gestalt dass 
r Zen co ES PE 


so haben die Coefficienten folgende Haupteigenschalten. 


І. Für jedes т und E von ! bis n ist (Eurer) 
en + GE test Cni = 1 
CO * Cilok T.. E СС = H 
zulolge der Identität 
UR. ш Boso. dE WW 
= (сл, +... + Gu +.. E (су + .. + Gu Hal 
/ е TE с с ш 
IL Um die transformirte Function in die gegebene zu 
transformiren, hat man (Caveny) 
y; = CE, + CT, +. + Cui Xs 
zu substituiren. Denn 
CQ, + .. + CST, 
= Ae +... + быб) +... + len: + сус} , 


worin der Coeflicient von y; den Werth 1 hat, während die 
Coeffieienten der übrigen Grössen verschwinden 11). 
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III. Das Quadrat der Determinante einer orthogonalen Sub- 
stitution ist I ae. Denn nach der Multiplicationsregel ist 


d LI 
€i > ед di. dy 
Cm + Can dm - Чы 
wo 
dj = Cu + бб + . E cn 


Nun ist dj; = 0, Goss 1 (I), folglich reducirt sich die gesuchte 
Determinante auf ihr Anfangsglied dj; da... dan = 1 $. 2, 7). 


IV. Wenn die Determinante der orthogonalen Substitution 
durch e, der Coefficient von cj, in e durch yj; bezeichnet wird, 
so ist (JACOBI) 


Yik = ЕСД - 


Um diese Identität zu finden, multiplicirt man der Reihe nach 
die Identitäten 


€i E T. + Cu Сар = H 
Gët F- + СС — N 


Сабр to. + Cmn = H 
mit Ya, yi ,-., in: Durch Summirung erhält man 
CC Yà .. + суш M.. Cl Ya +... + суш) 
+... + Caen An .. + % Jin) = Yik- 
Der Coefficient von cj; ist =, die Coeffieienten der übrigen 
Grössen Cik,- Cat verschwinden ($. 3, 3). 
V. Die Coefficienten der orthogonalen Substitution genügen 
dem zweiten System von Identitäten (Eurer; 


e Ee Heite SE 
Go Co + Enke +... + Gëft == 0 


Denn nach (IV) ist 
E (Ch ép .. + баб = Ya CR . Yin бы + 


Dieses Aggregat hat aber den Werth s oder 0, je nachdem i 
und & gleich oder ungleich sind ($. 3, 3). 
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VI. Unter den partialen Determinanten, welche man aus 
dem System der Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
bilden kann, findet folgender Zusammenhang statt (Jacom): 


Dutt cos ©з ау | €i 5 Ст 
=é 
Doum +i Fa Cnn | Cm ы” ON Cum 
Denn nach $. 6, 2 hat man 
Ма Салта Emm 
— Al —1 
Yma ha^ Ymm Doan +i — Cnn 
und nach (IV) 
а ИЫ Cu e бу 
== ru 
Ym * * Ymm Cmi c t Cnm 


Durch Vergleichung dieser Identitäten ergiebt sich die behauptete 
Identität. 

Noch einige weniger nahe liegende Relationen zwischen 
den Coeflicienten einer orthogonalen Substitution haben Eurer 
in der zuerst erwähnten Abhandlung und Jacosı Crelle J. 30 
p. 46 angegeben. Vergl. Hesse Crelle J. 57 p. 175. 


Anmerkung. Eine lineare Substitution, durch welche die 
Form 


T . + ax Kr —.. n 
in die Form 
„% e» dl hoa? coc s cc SUA. 


verwandelt, werden soll, kann aus einer orthogonalen Substitution 
abgeleitet werden, durch welche man die Form 


mo +... + Gd VW. +... xz ay 
in die Form 
V „ „„ n 


überführt. Mittelst der für у; . % zu machenden Substitu- 
tionen werden dann die Variablen 1... 2, durch yy, .. Me 
ausgedrückt. Jacosı Crelle J. 53 p. 278. 
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6. Da die % Coefticienten einer orthogonalen Substitution 
In (n + 1) Gleichungen (5, I) zu genügen haben, so lassen sie 
sich als Functionen von $n ) unbestimmten Grössen 


biz bis * i б, 
Drs Ы 2 brn 
bn 17 


betrachten. In der That hat Eurer nicht nur den Weg ange- 
zeigt, wie man durch $n (n— 1) binäre Transformationen die 
Goefficienten einer orthogonalen Substitution als Functionen 
von In n — 1) unbestimmten Grössen darstellen könne, sondern 
er hat auch in den Fällen n =3 und n = diese Coefficienten 
durch die unbestimmten Grössen rational ausgedrückt. Mit Hülfe 
der Determinanten ist es Carey (l. c.) gelungen, bei n Variablen 
die Coefficienten einer orthogonalen Substütution als rationale 
Functionen von $12 (n — 1) unbestimmten Grössen darzustellen. 
Wenn nämlich durch 5,9,.., Ae уд unbestimmte Grössen 
bezeichnet werden, wenn man unter den Voraussetzungen 


bet +b mo, Uk m Io um, (1 


die Determinante 


bildet und den Coefficienten von but in B durch f bezeichnet, 
so hat man 
2 w Bit 2 f В 
% SEH са = ofu 8 
als allgemeine Formeln für die Coefficienten einer orthogonalen 
Substitution, deren Determinante den Werth I hat. Die Coeffi— 
cienten einer orthogonalen Substitution von der Determinante 
— erhält man, indem man im System der gefundenen Coef- 
ficienten bei einer ungeraden Anzahl paralleler Reihen die Zei- 
chen ändert. 


Beweis, Die Grössen o. &,..,%, können dadurch von 
den Grössen у, 09. : ул abhängig gemacht werden, dass 
man zugleich 
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8 
\ 


ws, + E bin 


WDR TET +.. min 
setzt. Durch Auflösung der linearen Systeme 


1 = Du Su ЖЕ bin 27% En - Б ech bu Zu 


^ 


u = mnh +... + ТЕ Yn = bu +.. + Bau Su 
findet man $. 8, 1) 
Bz; = Віа, + Baum, +.. + Bus 
Zi = Вау + Bay. +t.. + Bin Vn 
Vermöge der Voraussetzungen bo + by — 0, bj; — und des 
zwischen ту, y; und den Grössen zu, 52, - z, angenonmmenen 
Zusammenhangs ist aber 
Tit oy; = 202, 
folglich hat man zugleich 
By; = 20 lr +.. + (2 В) + + 2flic, 


В; = 20 fn у +.. + (2 h — В) Vite. 7 2% %, 


oder abgekürzt 


Aus der Identität 


Me Ser oic у, + .. + , F Cu Vn 
folgen die Identitäten 


1 DE T C ar m amp E 


0 = Cilik {+ СС + .. + ni 


wodurch diese rationalen Functionen der unbestimmten Grössen 


012 5 Ba ua als Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
charaeterisirt werden (5, 1). 


Dass die Determinante = dieser orthogonalen Substitution 
den Werth 4 /nieht —1' hat, erkennt man durch Bildung des 
Products e D^! d, i. 
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2 = B 20 э, bu bi, biz 
2 0 ff, 208. B 2815 bar 622 b 
20 fan 2 w fh, 2 f, B . | b, b. bys 


Weil nach $. 3, 3 


2 00 f bn, +. . + (Ф008 — Bib, +. + 2 bu, = Bb 
2% bi +.. + (2. — Bib; +.. + ов, = B bi 


ist, so hat das Product ($. 5, 4) den Werth В'+1, folglich ist 
8 
Wenn man endlich die Coefficienten 
en QUE Bo ENS oder Et Op Tu ер, 


mit den entgegengesetzten Zeichen versieht, so wechselt die 
Determinante der Substitution ihr Zeichen, während die characte- 
ristischen Gleichungen 5, I. V) 


ei, T h. . . 7 % = 1 
Сек + CC +. . + n = 0 
oder 
Шү шз Чы алш ые бу = 14 
сас + Сс +... + C4 Ci = 0 
keine Veränderung erleiden. 
Beispiele. Für л = 2 findet man 
1 D ^ 
B= А = 14+ 04. 
-À 4 


Die Goefficienten der einzelnen Elemente in 7 sind 
4 A 
=} 4 


Daher sind die Coefficienten einer binären orthogonalen Sub- 
stitution von der Determinante 1 folgende: 


1} 24 

1+1’ 424-4 
24 9 
E EM (EE MR 


Die orthogonale Substitution 
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(1-9 27 
UE "EM + 
94 1—42 
EG UE "EM 


hat die Determinante —1. 
Für n = 3 findet man F. 7, 4) 


| 2 — | 
52 4 1 - BÓ -. Wt xe 
m —à 1 


Die Coefficienten der einzelnen Elemente in B sind 


1 + 4 r + An ~u + Ат 
=» + Au 1 + ui À + ur 
u + 47 —À + ur 4x. 


Demnach findet man folgende Coefficienten einer ternären ortho- 
gonalen Substitution von der Determinante 1: 


1＋ 1 — . — „ "HE got 
B KE B 
г” +Ай UE и — 0 А? ^+” 
pun B B 
з“ tir 42 Zet, en 1＋ * — A — ш? 
B B B 


wie schon Eurer in der zuerst erwähnten Abhandlung p. 101 
angegeben hat. Diese Coefficienten sind von RopRGUES (Liouv. 
J. 5 p. 405) aus denselben Formeln abgeleitet worden, welche 
Киев Nov. Comm. Petrop. 20 p. 217 zur Transformation eines 
dreirechtwinkeligen Coordinatensystems aufgestellt hatte. Um 
die Coefficienten einer ternären orthogonalen Substitution von 
der Determinante —1 zu erhalten, braucht man nur in dem 
obigen System die Zeichen von einer oder drei Zeilen oder von 
eben so viel Colonnen zu veründern. 


Für n = | findet man 


w a є 

—a w h - = іш 4 a «D ++ HH, 
БЕ, w f w? = afi bgt ch. 

kl Sr hb t) 
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2. = (о + tu ＋ Ао? Ze qu + [9 — bh + cy)w 
Ba = (- ао = A eg — bho Za = lw +f + + сш? 
Ba = (— % — cf — 99 + a, B4. = (- Ао + fg — ab — c#w 
Ba = (= со + bf — ag —h9jo Bu = (ge + fh + b9 — са) – 
y E (фо + g9 — cf +ahlo ga = lcw + ht — ag + bf) 
Ba = (һо + fg re) —ab)o В. = (—g«-hf —ac — btw 
Ba = ( ＋ 9 4c T ао? 2 = (fev -- gh +a = be)w 
Ba = (— fw ＋ 9 be — 490 Bu = (о? + h* ＋ 4 + %%%“ 


Be, = lh — 90* -- f* —a* + 9 — i + * — C Ji 
Be, = [o = Imc (9? — b?) = са]? 
Be, = lo. y (ау + gt e — E 
Be, = [o — à* — % — а?) — (g? b) + ( — с) |e* 


u. s. f. Mit Hülfe dieser Formeln lassen sich ohne Weiteres die 
Coefficienten einer quaternären orthogonalen Substitution von 
der Determinante 1 oder —1 aufstellen. 

Сауу’ System dieser Coefficienten in Crelle J. 32 p. 122 
enthält zwei Fehler (in 25, steht —Af statt hf, in Beg, Be... 
steht 1 statt 1 — 9? , welche in der neueren Mittheilung Cavixv's 
Crelle J. 50 p. 311 nicht vorkommen. Dagegen ist an dem zuletzt 
erwähnten Orte p. 312 Z. 5 v. o. der Druckfehler +07 in 
— ду’ zu verbessern. Die von блүгкү gefundenen Coefficienten 
einer quaternären orthogonalen Substitution kommen in anderer 
Form bei Eurer (Nov. Comm. Petrop. 15 p. 102) vor, der sie 
»nulla certa methodo, sed potius quasi divinando« erhalten hatte. 
Ever fügt hinzu: »si quis viam directam ad hanc solutionem 
manuducentem investigaverit, insignia certe subsidia analysi 
attulisse erit censendus.« Es ist Сатгк nicht entgangen, wie sich 
aus den von ihm aufgestellten Coefficienten die Eur sche Lösung 
ableiten lässt (vergl. Crelle J. 50 p. 312). Setzt man im obigen 
-System 


d b 
9 = — e ^ dar mm, m oe 
1 1 2 
s—d r—c q—b —a 
dë = А п = — p QUE Bug > З 
2 2 9 2 


und ändert man die Zeichen der letzten Horizontalreihe, wodurch 
die Determinante der orthogonalen Substitution den Werth — 1 
annimmt, so erhält man Ers System ohne irgend eine 
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Abweichung. Denn das zweite Element der zweiten Horizontal- 
reihe enthält bei Eurer nur dureh einen Druckfehler — ds statt 
+45. 


7. Die binäre und ternäre orthogonale Substitution ist in 
der Geometrie gleichbedeutend mit der Transformation der 
orthogonalen Puncteoordinaten. Um von dem orthogonalen System 
ж, y zu dem orthogonalen System x’, у’ überzugehen, unter der 
Voraussetzung, dass ж, y, x’, y' Richtungen einer Ebene 
sind, hat man die lineare Substitution zu machen, deren Coef- 
ficienten 

созт” cos æy" 

cos ya’ cos y y' 
sind. Wenn Winkel von gleichen Zeichen durch Drehungen von 
einerlei Sinn beschrieben werden, mithin & +yæ = 0 ist, 
so hat man 


LY = mum + а", ут Sye ze, YY S yL F rx Fry. 


Sind nun die Winkel xy und ou beide = 90°, so ist 


cossy’ = — sin , cos = sin , созуу = cosmam'. 
Wenn dagegen wy = 90° und ou = — 90° ist, so ist 
cos gy’ = sin c, cosy’ = sin , cos yy’ = cos . 


Daher hat man, wie bekannt, beim Uebergange zu einem System 
desselben Sinnes die lineare Substitution 

cos da — sin 22, 

sin gg’ cos &2' 
von der Determinante 1 zu machen; beim Uebergange zu einem 
System  entgegengesetzten Sinnes ist die erforderliche Sub- 


stitution 
cos M sin 22' 


sin 2x’ — cos a 2 
von der Determinante — 1 . 


Diese Bemerkungen werden durch ein bekanntes gonio- 
metrisches Theorem (s. unten $. 16, 3) bestätigt, nach welchem 
für beliebige Richtungen einer Ebene 2, у, x', у 
| cos z z' cos æy’ ғ Р 
| = sin ду sin ау. 
| cos ya’ cos уу” 

Baltzer, Determ. 3. Aufl. 19 
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Diese Determinante ist positiv oder negativ, je nachdem sin ay 
und sin 2'у einerlei Zeichen haben oder nicht. 


Umgekehrt schliesst ian aus den Gleichungen 


cos’ æg’ + cos’zy’ = 1, 
cos * + cos?*yy' = 1, 
cos 22' co + cossy’ cosyy = 9, 


dass sin 227у und sin 2% % den Werth 1 haben. Denn nach der 
Multiplicationsregel ($. 5, #) ist 
Kë | eoszz'  cosacy' * la 0| 
= віп 22у sin *z'y' = = E 

cos un cos % Ip 421 

Um die angegebenen Substitutionen zu rationalisiren, 
braucht man nur cos 2а = cos 2420" (1 — tang ?4 a) 
и. s. w. zu benutzen und die Coefficienten der Substitution durch 
Long kaal auszudrücken. Vergl. (6) Beispiel 1. 


8. Um von dem orthogonalen Coordinatensystem &, y, z 
zu dem orthogonalen System æ’, , z' überzugehen, hat man 
bekanntlich die lineare Substitution 


соз xo cos sy’ cos qz" 
cos уа’ cos yy' cos yz’ 
cos z x' cos zy’ cos zz' 


zu machen, deren Coefficienten den Gleichungen (5, 1) genügen 
müssen, mithin Funetionen von 3 unbestimmten Grössen sind. 
Bezeichnet О den gemeinschaftlichen Anfang der Coordinaten 
und wird die Kugel, deren Centrum О und deren Radius die 
Längeneinheit ist, von den Richtungen der positiven Coordinaten 
in X, Y,Z, X, H. Z' geschnitten, so sind die Coordinaten- 
systeme desselben oder entgegengesetzten Sinnes, je nachdem 
die sphärischen Dreiecke XYZ und Х' Y'Z', oder die Tetraeder 
OXYZ und OX Y'Z desselben oder entgegengesetzten Sinnes 
sind. 


L Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und ähn- 
lich und desselben Sinnes sind, giebt es einen sich selbst ent- 
sprechenden Punct S von solcher Lage, dass 
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SX = SN, SIE EE SZ = SZ', 
Winkel XSY = X'SY', EE SSZ SPENS ZR 
NY EE И 
Nach einem elementaren Satze der sphärischen Trigonometrie 
hat man daher, wenn OS durch s und der Winkel ASV durch 
ф bezeichnet wird, 


COS жа” = соѕ 52 + sin? s cos = cos s = cos у) + cos 
соѕ уу’ = e0s’sy + sin*sy cosy = cos*sy(1 = cos q) + cos q 
cos 25 = cosS'sz + sin*sz cosq = css ( созу) + cos ꝙ 


Wenn man ferner die gleichen Winkel XSY und V S Y' durch 9 
bezeichnet, so hat man nach demselben Satze der Trigono- 
metrie 


CON жу! = cos S cossy’ + sin s sinsy' cos (у + 9) 


= 00550 COS $9 + Sin sm sin sy cos g: cos 9. — Sin sæ sin sy sin q sint. 
Da aber 
COS шу = cos S cossy + sin s sin sy cos 9 = 0, 
sin sæ sin sy sin9 = 6 OXYS = sin gy cos ss = cosss, 
so erhält man 
cos xy’ = cos sc cos sy (4 — cos q) — cos sz sin . 


Aus dem Werthe von vos zu findet man созу”, weil der Win- 
kel Y S Y = YSX + ASX = — рф + 9 160, durch Vertauschung 
von q mit —ф 

cos ул’ = cos S cossy (1 — cos q) + cos S sing. 


Ebenso ist 


cosyz’ = cossy cos 52 (1 cos у) - cos sz sin g 
coszy’ = cossy cossz (1 cos у) + cos s sin qi 
cos 20° = coss5 cos S = созу) — cossy sin p 


Copal = cossz С05 50 (1 — cos (р) + cossy sin у **), 


` 
) Vergl. des Verf. Abhandlung über die Gleichheit und Aehnlichkeit 
u. з. w. Dresden 1859, $. 31 und 52, oder Elem. d. Math. 5tes Buch 8. 4, 48. 
**) Diess sind die von Eurer Nov. Comm. Petrop. 20 p. 217 gefundenen 
Formeln, welche Jacosı Crelle J. p. 188 in Erinnerung gebracht hat mit 
der Aufforderung, dieselben einfacher abzuleiten. 


19 * 
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wo von den verfügbaren Grössen sx, sy, sz, p die ersteren 
durch die Gleichung 


соѕ 250 + cos’sy + cos’sz = 1 


unter einander verbunden sind. 


Um diese Substitutionscoefficienten zu rationalisiren, führt 
man 3% ein und erhält 
соз та" = cos*iq + 2cos’sz sin?jq — sin 2 qp 
coszy’ = 2cossz cossy sin? — 2cossz sin 1% cos 1 q 


u. s. f. Setzt man 
cos S tangiq = А, cos s tang$q; = u, cossztangiq =», 
mithin 


1 


21 E 2 15 ML 
tang 2% = А + uà xv, 658 1% 


EE WE TE "lf 


so erhält man das obige System rationaler Coefficienten einer 
ternären orthogonalen Substitution (6). 


П. Bei zwei sphärischen Figuren, wenn sie gleich und 
ähnlich und entgegengesetzten Sinnes sind, giebt es einen sich 
selbst entsprechenden Hauptkreis, dessen Pol S seinem Gegen- 
punct entspricht, so dass 


SX+SX = 480, SY+SY = 480, SZ 4 SZ' = 180°, 
Winkel XSY = X'SY, YSZ = SZ“, XSZ = XSZ, 
XSX = YSY' = ZSZ'. 


Unter Annahme der vorigen Bezeichnungen hat man 


cosa’ = — cos’sz + sin s cos р = cos (4 + cos g) + cos qt 
cos m y' = — cos s cossy + sin sz sin sy cos (p + Ai 
= cos S cossy (1 + cos p) — cos sz sin ꝙ 
u. S. w. Diese Formeln unterscheiden sich von den im vorigen 
Falle gefundenen nur durch die Zeichen, nachdem g mit 180% ф 
vertauscht worden ist. Der Winkel 1809— ꝙ ist aber derjenige, 


welchen das System ж, / 2° um die Axe s beschreiben muss, 
damit X'Y'Z' mit der Gegenfigur уоп A YZ zusammenfällt. 
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Ш. Nach v. Sraupr's Theorem (s. unten $. 16, 3) ist für 
beliebige Winkel und Lagen der coordinirten Axen 


cos 227 cossy’ coszz' 
cosyz' cosyy' созул! | = 86 OXYZ.OX'Y'Z' . 


O 2 coszy' coszz' 


Folglich ist die Determinante positiv oder negativ, je nachdem 
diese Tetraeder oder die von den Axen gebildeten Ecken des- 
selben oder entgegengesetzten Sinnes sind. Bei einem ortho- 
gonalen System beträgt aber das zugehörige Tetraeder 4 Cubik- 
einheit, daher ist die Determinante der orthogonalen Substitution 
1 oder —1, je nachdem das neue System mit dem alten dessel- 
ben oder entgegengesetzten Sinnes ist“). 


IV. Umgekehrt schliesst man aus den Gleichungen 


cos*zzc' + cos’zy’ + cos?mz = 1 
1 


соѕ ух’ + cos*yy' + cos?yz’ 


cos?zx’ + cos 23% + cos 223 = A 
COS LTL’ cosyx’ + cos x. y' cos уу’ + coszz’cosyz’ = 0 
cos ax’ cos zx + coszy’coszy’ + cosxz’coszz2’ = 0 


COS Y cos ха + cosyy’coszy’ + cos уз’ co 33“ = 0, 


dass die Systeme &, у, = und o, у, z' orthogonal sind **). 
Denn 
а а, а,; 
0 N e e EP ex | mu |} 


а, ` Gan 0, 


worin nach der Regel für die Multiplication der Determinanten 


— 


ai = cos æα Со5 20 + coszy’coszy’ + cos & cos zz’ 


а, = cos LE’ соѕ ул! + cos zy'cos уу’ + cos zz'cosyz' = 0 


u. 5. w., so dass 


| 411 üiz в, 1 9 0 
йай ар б | (0 d) 0 | 4 
СЕТ 05; Kë 0 0 1 


*) Auf diesen Unterschied der Substitutionsdeterminanten hat Jacon 
Crelle J. 45 p. 309 aufmerksam gemacht. Vergl. Mösıus Statik $. 127, Масчоѕ 
anal. Geom, des Raumes $. 13. 

**) DEDEKISD Crelle J. 50 p. 272. 
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Nun ist GOXYZ = sino y sings sinzy'cmz) u. s. w. Das 
Product der Sinus wird aber nur dann і, wenn die Winkel 
recht sind. 


9. Wenn cq,..,€,4 die Coefficienten einer orthogonalen 
Substitution bedeuten, deren Determinante e d. i. entweder 
oder —1 ist, wenn 


Ee ИСИ „en 
4 021 Ст qM NOR 
па) = 
Cni Gei ЕМЕСТТ 


so ist die Gleichung f(z) = 0 гесіргок und hat mit Ausnahme 
der Wurzel —e, welche bei ungeradem n vorhanden ist, keine 
realen Wurzeln“). 


Beweis. Die Entwickelung der Determinante f(z) nach 
steigenden Potenzen von z ($. 4, 3) giebt vermóge der in (5, VI) 
bewiesenen Eigenschaft der zu f(0) gehörigen partialen Deter- 
minanten ohne Weiteres zu erkennen, dass die Cocfficienten von 
30, 31, 32,.. von den Coefficienten von 3“, sit, 3%—2,,, sich 
nur durch den Factor = unterscheiden, dass also 


te А1 

z^ T n z) H 
was sich durch Multiplication der Determinanten e und / () 
bestätigen lässt. Demnach ist f(—5) = (—1)" e -e), also 
verschwindet -e), wenn n eine ungerade Zahl ist. Ueber die 
Realität der übrigen Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 erhält 


man Aufschluss durch das Product der Determinanten 


dı — 2° asd, zd, 

zd, d — 2^ ad, 
tafa = |" 2 

2d, 2d,, d, — 2 


worin nach der Multiplicationsregel 
d 


Sdt = Calha . . + (Ci +2) Cki e Cig (Ск — 2) Ж сс, 


Ws = асаж (eu s) e ые Cin 


*) Bnioscur Liouv. J. 19 p. 253. Vergl. ScutsrLi Crelle J. 65 р. 186. 
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folglich (5, I) 
dj — 1, diy = cf — C; 


ist. Daher hat man dj, + dy; = 0 , und nach 8. 7, 6 


1 
nn - 
= 5 Gis 


1 n 4 н — 2 
1 = 2-)-9(-3) Хр, + .., 
ід age: . 3 z 


wobei die a. a. О. näher beschriebenen Coefficienten der Po- 


aD mc КЕ 
ge = 


' NN ; — 
tenzen von — — з positiv sind. Wenn nun z real ist, so ist für 


gerade oder ungerade n 


FRE) одер Tei 


t T" =) 


positiv, folglich f(z} von Null verschieden. 


10. Die orthogonalen Substitutionen gehören zu denjenigen 
linearen Substitutionen, durch welche überhaupt eine gegebene 
quadratische Form von л Variablen in ein Aggregat von n Qua- 
draten transformirt wird. Wenn die gegebene Form, die nach 
6.13, 9 ff. durch Ха; 22; bezeichnet wird, durch die lineare 
Substitution 


2; 


e Y +.. + Cin Yn 


En — Cu, E- + СУ, 


in das Aggregat p, у? + po yo? +.. + 5% ½ übergeht, so erfolgt 
die Identität 


Хац (nh T. ) (e % +...) = р +... + p 
i 


unter den Bedingungen 


ац Io Cha + CisCkr) = 9, лш c. = p, P 
D í 


Setzt man zur Abkürzung 
915 = ailis + ..+ алсы, 


so erhält man bei der Voraussetzung ap; = aj; zur Bestimmung 
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der Substitution das unzureichende System von un-) 
Gleichungen 
Duc dis H -. + Сб, = 0. 


Aus solchen Grössen c, welche diesem System genügen, bildet 
man dann 


0-91. .. + Gas Фаг = Pr: 
und findet 


Di o. + даед = Pe Vr 
(gura +... + gar nl 


Ру = 
"TS ir ir + » - gar Dis 


so dass nur die Verhältnisse der Substitutionscoeffieienten zu 
einander in Betracht kommen. 

Die Determinanten der gegebenen und der transformirten 
Form sind abgesehn vom Zeichen X + ai. . Gun und P4 fo. . Pn- 
Wenn nun die Determinante der Substitution den Werth & hat, 
so ist (3) 

en En а 4 
Wenn man ferner den Coefficienten des Elements cj, in der 
Determinante г durch yj; bezeichnet, und die Gleichungen 


0 = 6.9. +... + Ca Der 
Pr = Gef . + Cas gur 
0 = сй, .. + en nr 


der Reihe nach mit yj , ур, .. multiplicirt, so findet man durch 
Addition 

5 Pr Vir = Efir 
und hiernach wie oben (5) 


D — 
Pi- Dm Ж en 1% 1 -- Gm = E * 1. . Imm- 


11. Die Summe f= ажур von n? Gliedern, welche 
dadurch gebildet werden, dass man für i und E alle Numern 
von 1 bis n setzt, und deren Coefficienten a einer Beschrän- 
kung nicht unterliegen, ist eine homogene lineare Function so- 
wohl der Variablen a, ,.., cn, als auch der Variablen y , . , Yn, 
und heisst deshalb eine bilineare Form derselben *). 


) Jacorı Crelle J. 53 p. 265. Vergl. CHRISTOFFEL Crelle J. 63 p. 255. 
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Bildet man die Differentialquotienten 


af 

1 LES = аду t o. + 41 ½n 
òf 

Uk = бу = ак t.. + 4% . 


so hat man die characteristische Gleichung 
[= ща . . + % % = Dit, - + Gala - 


Von der bilinearen Form kann man ein Product einer linea- 
ren Function der x mit einer linearen Function der y so ablösen, 
dass eine bilineare Form von zweimal n—! Variablen übrig 
bleibt. Unter der Voraussetzung, dass der Coefficient су nicht 
verschwindet, dass also in 4 die Variable y, , in v, die Variable 
x, nicht fehlt, bilde man die bilineare Form 


Ww, n 
—— = жалу 


f-f- 


welche die Variablen x, , y, nicht mehr enthält, weil 


Gi 0,4 


а = Gik - 
ik ik à 


verschwindet, wenn für i oder k die Numer 1 gesetzt wird. 
Mittelst der Differentialquotienten 


kann ferner unter der Voraussetzung, dass а", nicht ver- 
schwindet, dass also weder y, in w'; noch ꝙ in v', fehlt, die 
bilineare Form 


„a K 
gebildet werden, welche auch die Variablen 25, y; nicht mehr 
enthält, weil der Coefficient 


, Lë 
Q i20 2K 


а. e di 
ik ik a^, 


verschwindet, wenn für 2 oder * die Numer 2 gesetzt wird. 
Durch fortgesetzte Ausscheidungen der angegebenen Art erhält 
man die besondere Darstellung 
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Die Differentiation ergiebt aber 


и а, va 
5 1471 , 9 Lik 
e Se u, v = у = = 
ES z а. : & P a, ' 
f , , £ 
и.а; т.а 
— — 2% zk 
u"; = u'j == —u— vr 2 OM? N, 
4 22 a 22 


mithin ist “ eine von 7; unabhängige homogene lineare ver- 
bindung von ы und w;; x”; eine von y, und y; unabhängige 
homogene lineare Verbindung von vu: und v';, also auch von 
иу, ч), иу U. S. f. In allen diesen Verbindungen hat u; den 
Goefficienten 1. Daher kann 


uw = Cu +... + Ci u, и; 


gesetzt werden. Weil diese Formel von , . „% unabhängig 
sein soll, so verschwinden die Coefficienten dieser Grössen, und 
man hat 


9 = Ca, +... + Са +a 
0 = С, amt.. + C, amm + lim 
folglich (S. 8) 


Wi а а, 
а = 0 
im - Amm Rim 
ei m . — um), 
oder 
в, - am аһ | а. Dien U 
m). Ww 3 
ul 5 = ЕЗ 
aim Amm im а Dam Um 
u, л Um u, a dm Щщ 
а 
an 4% 1 Уәж co + Gan Yn 
а 
mi 
: Amm dm L i Im Ei . Ф Gan än 
‹ 
“ * 
ET Gin. Umi co + Go Yn 


Aus u), wird vom) 


k abgeleitet, indem man x, durch v, , und 
ву durch gier ersetzt 
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Die Variable ур hat in 20, den Coefficienten 400 %, also ist 


m x — E 
al P = ау... т = Ф + Gir . Am G 
* 
аб") f» 2 + а, Am ani 
m i, mi » pue 
3 2 * а. -anm 
Unter Annahme der Bezeichnungen 
2 o 
Am = ZE Du os - amm 
Dän wd Gm-ı uu а, ++ т-а aim n +t.. 
Uy, = . =. N a = E 
Up >: Aym-ı Um Om - %% AmmYm F.. 
= Am um -- » 
Su 24 ay v äu .. mr 4% m t-s 
V, = - BS . . = Ё 98 . - 
Gm + + аут Um Gm - - Am-ım mmm t + 
= An Be +.., 
ergiebt sich endlich 
m m 
ut aet us nen nen _ Ana, ? + 
(m) F EK A X A Im+ıYm+ı St 
0 meme: m Am I m 
[= Uy, U,V, + U АА + 


+ 
А, А, А, 4; 4, 


Wenn es demnach eine Anordnung der Variablen einer 
bilinearen Form giebt, bei der die partialen Determinanten 
Ai, Ay, A; „.. nicht verschwinden, so kann die bilineare Form 
auf eine bestimmte Weise als Summe von Producten homogener 
linearer Functionen U, V; , (У, .. so dargestellt werden, dass 
U, und Vp, von der mten (und den folgenden) Variablen je 
einer Schaar abhüngen und die vorangehenden Variablen nicht 
enthalten. 


12. Ebenso kann unter den analogen Voraussetzungen die 
quadratische Form атк, deren Coefficienten gc, und ар; 
gleich sind, auf eine bestimmte Weise als Aggregat von Qua- 
draten homogener linearer Functionen der Variablen so darge- 
stellt werden, dass die mte Function von der mten und den 
folgenden Variablen, aber nicht von den vorangehenden ab- 
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hängt). Denn die bilineare Form / = X ue лур geht in die 
gegebene quadratische Form über, wenn y, mit xy, aj; mit gek 
zusammenfällt. Versteht man nun unter ½, w';,.. die halben 
Differentialquotienten ($. 13, 1), so hat man (11) 
Us Us US 
- * — — 
man a Zei 
worin Ap = Z E oun. %% eine nicht verschwindende partiale 
Determinante der Coefficienten а; bedeutet, und 


ау 5 uL. U Du .. Чу n . t.. 


Un = 


Ami We an 1 Um | Os = i amm- 1 amm Im + Ps 


Die Anzahl der Quadrate, welche negative Coefficienten 
haben, ist der Anzahl der Zeichenwechsel gleich, welche die 
Reihe 

ао д, И, зк, 
darbietet. 


13. Zwei gegebene quadratische Formen der Variablen 


quA. 2, 

Ф = Zar , * = Z bmc. 
deren Determinanten nicht verschwinden, kónnen im Allgemeinen 
durch eine bestimmte lineare Substitution 


€, = осу, +.. + 62У 


En = Cu. ee + Gan In 
deren Determinante den Werth e hat, in die Formen 
VIS GE * рй" TESTE Paus 
у SAU + SPY А. . + dal 
gebracht werden““). Denn man hat zur Bestimmung der n? 


) Jacorı Crelle J. 53 p. 270 und 282. Diese Transformation der qua- 
dratischen Formen war von Gauss theor. combin. observ. 34 (Comm. Gott. 
V. 4819) angezeigt worden. Einen Beweis derselben findet man bei 
Вмоѕсв Nouv. Ann. 4856 Juli. 

**) Caucuv Exerc. de Math. 5 p. 450. Jacon: Crelle J. 42 p. 4. WEIER- 
sTRASS Berl. Monatsbericht 4858 p. 207 (vergl. Brioschi Aun. di Matem. 1858 
Juli und ChristorFeL Crelle J. 63 p. 255). 
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Substitutionscoefficienten Inn — V: + n-) + п Glei- 
chungen (10). 

Bei dieser Transformation geht die quadratische Form 
sp — у mit der Determinante 


| за, dr . . Slm н 


f) = | 


| S üm — b, >- >- 80 ban 


in die Form (s—$s)pyyi? . . + (S— $,)p4y,? über, deren 
Determinante 


( sj .. D — Sa) Pi Dn = e f(s) 


ist (3). Zugleich hat die Determinante p; . . p, der transformirten 
Form ф den Werth ei Z ox. . ann, also ist 


fs le) ж. (sea. n 


d. h. $4,..,5s4 sind die Wurzeln der Gleichung nten Grades 
f)=0. In der That sind s, ꝙ — Y, $9 — . . quadrati- 
sche Formen mit verschwindenden Discriminanten und von 
weniger als n Unbestimmten (S. 43, 10). 

Setzt man wie oben (10) 


Jik — Спб +... + aC, hik = баб +... + Bes enk, 


und bezeichnet man den Coefficienten des Elements or in e 
durch у, so hat man 


PkYik = 69i: SkPkYik = EHE 
folglich БУЛ! Н Жан hir =od i 
a — blot +..+ (r = bin) Сақ = 0. 


Indem man hierin für ? die Numern 1, 2,..,n setzt, erhält man 
n Gleichungen, vermöge deren ($. 8, 3) 


54а — b, Do Ainm bin 
— 
St dee — bm > - kûm” bnn 
Ok: Cak 1 бир = fpa 5 fie : - - [Зз 


ist, wenn man den Coefficienten des Elements зак — b in 
f(s) dureh f(s); bezeichnet. Dabei hat man ($. 6, 5) 


fa = for fs = [зн f 


www.rcin.org.pl 


190 $. 14, 13. 


und es bestätigt sich, dass s, eine Wurzel der Gleichung f(s) = 0 
ist. Aus der Proportion сүр: Got `. . wird py yj? gefunden (10), 


aber nur unter der Voraussetzung, dass s, eine einfache 
Wurzel der Gleichung fís) == 0 ist. Wenn s, und s, conjugirt 
complex sind, so sind auch ру? und руу»? conjugirt complex, 
mithin ф und W durch je n Quadrate darstellbar, welche nicht 
alle dasselbe Zeichen haben (S. 13, 16). Umgekehrt schliesst 
man: Wenn eine der Formen ф, % definit ist d. h. durch 
nQuadrate von einerlei Zeichen sich darstellen lässt, und die 
Gleichung Ta = 0 lauter verschiedene Wurzeln hat, so sind 
diese Wurzeln real. 

Wenn eine der gegebenen Formen definit ist, so hat die 
Gleichung /{s) = 0 nur reale Wurzeln auch dann, wenn dieselben 
nicht alle von einander verschieden sind (S. 13, 13). Dabei ist 
eine Afache Wurzel der Gleichung f(s) = 0 zugleich eine A—1)- 
fache Wurzel der Gleichungen f(s); = 0, ohne dass die Darstell- 
barkeit der beiden gegebenen Formen durch die Quadrate der- 
selben n realen linearen Functionen von ; . „ % verloren geht, 
wie WEIERSTRASS a. a. O. bewiesen hat. 


Anmerkung. Wenn die beliebige quadratische Form 9 
durch n Quadrate insbesondere mittelst einer orthogonalen Sub- 
stitution dargestellt werden soll, welche die Form 


у = Zitt. 1 , in oft. Et oW. 


verwandelt, so hat die zu diesem Zwecke aufzulösende Glei- 
chung fal = 0 nur reale Wurzeln, welche aber nicht nothwendig 
alle von einander verschieden sind. Auf einer solchen Trans- 
formation beruht namentlich die Bestimmung der Hauptaxen von 
Linien und Flächen zweiten Grades, der mechanischen Haupt- 
axen eines gegebenen Körpers, der sticularen Störungen von Pla- 
neten (Laetace Mem. de Paris 1772, II p. 293 und 362). Die 
dabei eintretende Realität der Wurzeln der Gleichung f(s) = 0 
wurde für den dritten Grad von Lacraxce (Mem. de Berlin 1773 
p. 108) bewiesen, für höhere Grade von Cavciv und Jaconi a. a. O.; 
auf einem neuen und directen Wege für den dritten Grad von 
Kummer (Crelle J. 26 p. 268. Vergl. Jacom Crelle J. 30 p. 46), 
für höhere Grade von Boncuanpr Liouv. J. 12 p. 50 — zunächst 
unter der Voraussetzung, dass alle Wurzeln der Gleichung 
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fis) = 0 von einander verschieden sind. Die angezeigte Eigen- 
schaft der Gleichung f(s) = 0 erkennt man nach SYLVESTER 
(Philos. Mag. 1852, II p. 138; durch Entwickelung des Products 
f (s)f (— s) , welches für imaginäre Werthe von s durchaus positiv 
bleibt (vergl. 9). Die Auflösung des allgemeinen Problems ist 
tiefer ergründet worden von Wererstrass und Kronecker Berl. 
Monatsbericht 1868 Mai 18. 


§. 15. Die Dreiecksfläche und das Tetraedervolum. 


1. Wenn O den Anfang beliebiger coordinirter Axen be- 
deutet, wenn x, y und 2, y, die mit den Axen parallelen Coor- 
dinaten der Puncte A und B sind und die Geraden, auf denen 
OA und OB liegen, wie die Strecken selbst durch r, ri be 
zeichnet werden, wenn ferner die Dreiecksfliche OAB positiv 
oder negativ genommen wird, je nachdem der Sinn der Drehung, 
welcher durch die Ordnung der Puncte О, A, B bestimmt ist, 
mit dem positiven Sinn der Ebene, in welchem positive Winkel 
derselben beschrieben werden, übereinstimmt oder nicht über- 
einstimmt, so ist“) 


X i 
20AB = rr,sinrr, = | - | sin шу. 
2, LK 


Beweis. Es ergiebt sich unmittelbar aus der über das 
Zeichen der Dreiecksfläche gemachten Voraussetzung, dass 
rri sin rr; auch dem Zeichen nach mit 20AB übereinstimmt. 
Man hat aber ($. 3, 4) 


1 1 тт ri co TT. 
Eu sisi T) IRR 
Bar. cos gan, 


und durch orthogonale Projection 


*) Diese Formel ist in einem Theorem Varıcnon’s (Mém. de Paris 4749 
р. 66) enthalten, dessen genaue geometrische Darstellung nebst der Be- 
stimmung der Zeichen man in Münius Statik $. 35 und in des Verf. Elementen 
der Math. Planimetrie $. 9, 8 findet. In der gegenwärtigen Gestalt kommt die 
Formel bei Мохве vor (J. de l'école polyt. Cah. 45 p. 68), und liegt der For- 
mel für die Fläche eines Polygons zu Grunde, welche Gavss in den Zusätzen 
zu ScnunachEn's Uebersetzung von CanNor géom. de position gegeben hat. 
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rcosrr = T + ycoszy 
rcosyr = Zcoszy + у 
T = rcoszr + ycosyr 


Tr,COSTT, = , 1 cos r + y,TCOSyr = zr,coszr, + ут, совут, . 


Nun ist nach der Multiplicationsregel (S. 5, 1) 


| cr cos c + yr cos yr Vr, coser, + ут, COS yr, | 
| z,rcosmr + y,rcosyr i i Co XT, + Yr, COS yr, 
[Кт y || cos r r cosyr | 
| 2, м cos r тү cos ут, | 
und ebenso 
| т coszr r cosyr | * y || 1 cos у | 
| = | і 
ri eos M ғ, cos ут, Iz „cos a 


Daher findet man, wenn e entweder 4 oder — 4 ist, 
RR 
rr Sin rr, = Е | |! sinzy. 
| ж, Y | 

Wenn y und a, verschwinden, so geht r in , т; in y, über. 
Demnach ist e = 1. 

Anmerkung. Wenn der Punct B dem Puncte A unendlich 
nahe liegt, so ist 

11 =r+dr, i = 2 + ах, у = у + ау . 

Indem man den Winkel zr durch 9 bezeichnet, erhält man 


La * ＋ d | x dale 
=! Sin gy = | | sin zy 
|y v-dy | ly dy] 


durch Anwendung von $. 3, 6. 


20AB = 119 


2. Wenn das Volum des Tetraeders OABC durch die 
Kanten ОА, OB, ОС und deren Winkel unzweideutig ausge- 
drückt werden soll, so bestimme man willkürlich die positiven 
Richtungen der Geraden x, у, z, auf denen die Kanten ОА, 
OB, OC liegen, und demgemüss die Zeichen dieser Kanten; 
ferner bestimme man willkürlich die positive Richtung der Nor- 
male z' der Ebene zy, und demgemäss den positiven Sinn dieser 
Ebene. Dann ist auch dem Zeichen nach 


20AB = 04. 0Bsinzy , 
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und der Abstand der Spitze C von der Ebene der Fläche OAB 


ОС cos 33’, 
folglich *) 
6 ОАВС = 0A.0B.0Csinzy cos 33 


Wenn zur positiven Richtung von x oder y die entgegen- 
geselzle gewählt wird, so wechseln OA oder ОВ und sin xy 
das Zeichen. Wenn zur positiven Richtung von z die entgegen- 
gesetzte gewählt wird, so wechseln OC und cos zz’ das Zeichen. 
Wenn zur positiven Richtung von z' die entgegengesetzte ge- 
wählt wird, so wechseln sin у und coszz' das Zeichen. Bei 
jeder Wahl erhält also OA.OB.OC sin ay cos зх dasselbe 
Zeichen. 

[n gleicher Weise findet man 


6ОВАС = ОА. ОВ. 00 sin y cos 33 


Nun ist sin / = — sin , folglich OBAC = — OA, 
e S SS 


3. Der goniometrische Factor, mit welchem das Product 
der an einer Ecke des Tetraeders liegenden Kanten multiplieirt 
werden muss, damit man das 6fache Volum des Tetraeders 
erhält, wird nach v. Sraupr (Crelle J. 24 p. 252; der Sinus 
der Ecke genannt und durch sin s bezeichnet, wenn die 
Kanten auf den Geraden &, y, z liegen. Nach (2) ist 


Sin & = sinyzm = .. = — sinyzs = —sinzzy = .. 
und aus sphärisch-trigonometrischen Gründen 
sinzys = sin & sin e = sinzgysinyz sin , 


wenn NS und %% die mit der Ebene ry von der Geraden 
z und von der Ebene yz gebildeten Winkel bedeuten. In Folge 
der Gleichung 


cos вт — COS TY COSyz = sinzy Sin yz созу yz 


findet man **j 


*) Vergl. Mösıvs Statik $. 63 und des Verf. Elem. d. Math. Trigono- 
metrie $. 6, 14. 
**) ELER Nov. Comm. Petrop. 4 p. 158. Vergl. des Verf, Elemente der 
Math. Trigonometrie 8.5, 41. 


Baltzer, Determ. 3. Aufl. 13 
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зіп дуз = sin'zysin?*yz — (cos zz — Cossy cos y 3)? 


= 4 — cos’ry — cos?^yz — cos?zm + 2cos xy cos уз cos zz 


— EH TTT — &: zz 5. % — 2 sS. Фут 25— 1 
n y 2 E sin es 220 sın g g ку sın d 2 ʻ 


Die Grösse sin ?::yz liegt zwischen 0 und 1, und erreicht die 
untere Grenze nur dann, wenn die Geraden c, у, mit einer 
Ebene parallel sind, die obere Grenze nur dann, wenn die Ge- 
raden normal zu einander sind. Zugleich hat man nach $. 3, 17 


1 cos zy cos 25 
sin’zyz = | coszy 1 cos у= 

cos 25 COS 1/5 1 

analog der Gleichung 
Lë 
er ja cossy | 
Sin & = А 
| cos sy 1 


4. Wenn О den Anfang beliebiger coordinirter Axen be- 
deutet, wenn &, у, 2; , 1р, 5, ; 29, Y2, Sa die Coordinaten 
der Puncte A, В, C bedeuten und die Geraden, auf denen ОЛ, 
ОВ, OC liegen, wie diese Strecken selbst durch r, 71, 72 be- 
zeichnet werden, so ist auch dem Zeichen nach 


` 


ж dv т. 
60ABC = rr,r,sinrr,r,— |y 34, %|sinzyz . 
Б МБ, E 
Beweis. Nach (3, ergiebt sich 
гї тоту COS T7, rr,cosrr, 
r'n'irngsin*rnr, = |rrcosrr, "m, Lus COST, 


Cr EQUO бу, соз та, nus 


und durch orthogonale Projection 


co r = zx + J cos c + scoszz 
rcosyr = ©соз5шу + y + 2008 yz 
cos zT = & COSTZ + ycosyz + 2 

r = zcoszr + y cos yr + zcoszr 


*) LAGRANGE sur les pyr. 44 (Мет. de Расай. de Berlin 4773 p. 149). 
Monge 1. c. Mösıvs |. c. 
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rr, COSTA 


U. S. M. 


Demnach 


= ir COS r + yrcosyr 


+ 3 7 C083 7 


Er co 07 + yr, COS jT, + zr, coszr, 


erhält man unter Anwendung von $. 5, 1 


statt der obigen Determinante das Product 


жт, ЫШ rceoszer Ку соз Er, 72 COS TT, 
wv Жу rcosyr i cos T, COS yr, 
5 21 Z, rcoszr T, COS 3 51 T, coszr, 
und ebenso 
rcoscr r,coszr, Tz COS TT, | 
rcosyr r,cosyr, т, COS y T, 
rcoszr , cos 27, 7.100527, 
нЕт. 1 coszy  COSTZ 
=|y d Ss соду 1 cos yz 
5 2, 2, 608 25 cos yz 4 


Daher ist, wenn & entweder | oder —1 bedeutet, 


Nu EE Lo 
En Жс а e vw! yr Эу 
зоа 


Wenn unter den Coordinaten der in Betracht gezogenen Puncte 
nur ж, Yi, зу von Null verschieden sind, während die übrigen 
verschwinden, so fällt r mit a, r; mit y, za mit 3 zusammen 
und von der Determinante bleibt nur das Anfangsglied übrig 
($. 2, 7). Also ist e = 1. 


Anmerkung. 
einfachsten der in $. 
gedeutet werden. 


Vermöge der Sätze ) und 4) können die 
3, 11 aufgestellten Identitäten geometrisch 


5. Wenn die Puncte A, B, C in Bezug auf zwei Axen der 
Ebene ABC durch die Coordinaten ж, y; mm, у; 25, yy ge- 
geben sind, so ist“ 


! 1 114 
SE e sin. 
y Уу V. | 


*) Diese bekannte Formel und die entsprechende des folg. Arl. kommt 
in dieser Gestalt bei CAVLEW Cambr. math. J. 2 p. 268, Joacnimsthar Crelle 
J. 40 p. 23 u. A. vor. 


0572 
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Beweis. In Bezug auf ein durch den Anfang A gelegtes 
System von Axen, welche mit gegebenen Axen einerlei Rich- 
tung haben, sind i — , yj — y; а = T, yy — y die Coor- 
dinaten von B und С, daher ist (1) 


lger &, - 
АВС = | sinzy. 
| 9) 72 — 9 


Wie in $. 3, 6 erhält man statt dieser Determinante 


4 0 0 1 4 1 
л = т; => = |жж o 
y 91 — У, — Уу y EI У, 


Anmerkung. So oft man in der Formel АВС zwei Buch- 
staben permutirt, so vielmal wechselt die Dreiecksfläche das 
Zeichen. In der That erleidet die Determinante der Coordinaten 
durch Permutation von zwei Colonnen einen Zeichen wechsel 
(8.2, 4). Durch Entwickelung der Determinante erhält man die 
bekannte Identität ABC = ОВС + OCA + ОАВ. 

Als Bedingung dafür, dass А auf der Geraden BC liegt, 
d. h. als Gleichung der Geraden durch B und € ergiebt sich, 
weil АВС = 0, 


1 1 1 
D TT. St 
SN Yı Ww. 


6. Wenn die Puncte A, В, С, Р in Bezug auf drei Axen 
durch die Coordinaten ж, y, 2; Ti, 44, 313 T9, Y2, 225 T4, Ya, 75 
gegeben sind , so ist 


sin жуз. 


Beweis. Legt man durch А ein System von Axen, welche 
mit den gegebenen Axen einerlei Richtung haben, so sind in 
Bezug auf dieselben U — £, у—у, z 3; - , у, 
32 — 5 u. S. W. die Coordinaten von B, С, D, daher ist (A) 

21-2 az 2 9-8 
64BCD —|y—y W-y % Sin z 


— 2 3, — a. — 
A - 2 3, — 3 23 — 2 


WWW.rcin.org. pl 


$. 15 7. 197 


Durch Transformation der Determinante erhält man 


- 
© 
о 
= 


1 4 1 1 
© Ху >, 


x Gd 
H Une y Y: У Uy y Vi V У; 
2 5 


Anmerkung. So oft man in der Formel ABCD zwei 
Buchstaben permutirt, so vielmal wechselt das Tetraeder- 
volum zugleich mit der dafür gefundenen Determinante das 
Zeichen. 


Unter der Bedingung ABCD = 0 liegt 4 auf der Ebene 
BCD, within ist die Gleichung der Ebene BCD 


4 1 4 1 


„ e " 
y у Y У; 
B 21 23 
oder entwickelt 
414) жи ı 1 4 1141 X, X, © 
п Y % 3, 5, 3 | Yt (X, Ge 234 | 3 sel m У, 
e zeg SH Im MEET: URGET Tr DES % 


wovon die geometrische Bedeutung unmittelbar wahrzuneh- 
men ist. 


7. Die Lage des Punctes P in Bezug auf das Tetraeder 
А В СЇ) ist durch die Tetraederverhältnisse 


BCDP : CADP : ABDP : PABC 


bestimmt"). Die Puncte P, А, B, C, D haben in Bezug auf drei 
beliebige Axen die Coordinaten ж, y, z; £1, Yı, 2; ; u. s. W. Da 
die Determinante 


*) LAGRANGE sur les pyr. 28. Grössen, welche wie diese Tetraeder sich 
verhalten, werden bei Mörıus (baryc. Calcul) als barycentrische Coordina- 
ten des Punctes P in Bezug auf Fundamentalpyramide A BC D angewendet, 
bei Fevensacu (Untersuchung der dreieckigen Pyramide p. 5) als coordi- 
nirte Coefficienten, bei PLücker (Crelle J. 5 p. 1) als Tetraeder-Coordinaten 
(in der Ebene Dreieck-Coordinaten). 
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Y Ww e. AK. E eee c eec auus 


verschwindet, wenn die letzte Zeile mit einer andern überein- 
stimmt, so hat man 


и Е ЕБ 

иа + ща +... + us, 
By + шу +... ray, = 
ЕЕЕ a EL 


© e e 5 


Der Punct P erscheint demnach als Schwerpunct der Puncte 
АБ Psi Hu 36, BH... D 


d. h. der in A, B, C, D befindlichen Massen 4; , tt, шу, t4, 
und wird dadurch construirt, dass man je nach gegebenen Ver- 
hältnissen die Strecke AB in N, dieStrecke NC in O, die Strecke 
OD in P theilt. Vergl. des Verf. Elem. d. Math., Stereometrie 
$. 11, 5. Die partialen Determinanten и, ру, .. verhalten sich zu 
einander wie die Tetraeder ABCD, BCDP,.. (6), während 
ABCD:BCDP= АА, : A,P, wenn die Gerade AP mit der 
Ebene B C D den Punct A, gemein hat, u. s. w. 
Aus den obigen Gleichungen folgt 


ula + bx cy d + .. + и (а + br, + cy, T ds) = 0 


eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung gefunden wird, 
indem man die Ebene «a+ ба + cy + dz = 0 vorstellt, 
welche von den durch P, A, .. parallel mit z gezogenen Geraden 
in P', A’,.. geschnitten wird. Dann ist 

a+bz+eyra!=0 

a + b + cy + dz = 402-5) = d DP 
u. 5. w., folglich 

4 PP uu A48 gu, BB ＋ uu CC ＋ A, DD = 0, 

wobei unter D, 4“, .. die Durchschnitte irgend einer Schaar von 
Parallelen, die man durch P, A,, gezogen hat, mit einer beliebigen 
Ebene verstanden werden kónnen. 
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8. Sind 4,, В,, C, die Mitten von AD, BD, CD, so wird 
das Tetraeder AB CD von den Ebenen 4 ВС, A B C, ABC, 
halbirt, und der Schwerpunct Р des Tetraeders ABCD liegt auf 
den genannten Halbirungsebenen , so dass 


А,ВСР = 0, АВ,СР = 0, ABQP = 0. 


Nun hat i die Coordinaten 3 , 2), $(yi ＋ y), 161 ＋ 34), 
folglich ist (6) 


1 404 1 
а, + . 3 
Am, +9) m % wv 
2131 +3, „ a 
2 1 4 1 i 1 1 1 
= Wn “ш, ш, т к ich бео шуо 67 
An, 9% У H An, y % V 
32, = 33 E As, 2, 23 3 


oder — t; % = 0. Ebenso ist — 4427 4 = 0, f p = 0, 


daher р = ну = иу — и, = i, und 
Ti T TAT, WictxtVuty er . 
0 c ne 


d. h. der Schwerpunct des Tetraeders ist die Spitze von 4 glei- 
chen Tetraedern, deren Basen die Flächen des Tetraeders sind, 
und der Schwerpunct von 4 gleichen Massen, welche in den 
icken des Tetraeders ihre Schwerpuncte haben“). 


9. Wenn die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks in 
Bezug auf ein System von zwei Axen gegeben sind, so findet 
man die Fläche des Dreiecks auf folgende Weise). Die Coeffi- 
cienten der Gleichungen seien c: b: c, а: 5: су, ау: bg : C2, 
d. h. für jeden Punct der ersten Seite, dessen Coordinaten 
x, у sind, hat man a + фа + cy = 0 u. s. W. Die Coordi- 
naten der Eckpuncte 22, y; £i, 01; жу, yy nebst 3 Hülfsgrössen 
P, Pi, Pa sind durch die linearen Systeme 


) LAGRANGE Sur les руг. 34—35. 
**) JoacHMsTHAL Crelle J. 40 p.23. Zu demselben Resultat und dem 
“entsprechenden des folg. Art. war auf einem andern Wege Mırning Crelle 
J. 5 p. 397 gelangt. 
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a D % = а+фбзл+су = 0 a +Ьхж,+с у, = 0 
а + 2+ су = 0 a E +06 % = р; а + 0,2, + „ %½ = 0 
а ＋ 0.24 су = 0 а, + b. &. 40,0, = 0 d, + 6,2, + 0,9; = P: 


bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punct (œ, у) auf der 
zweiten und dritten, aber nicht auf der ersten Geraden liegt, 
и. s. w. Nach $. 5, 6 ist 


| 4 x y a S p 0 0 | 
i Tı Yı a, 1 ср = |0 DI 0 | 
H 2, Me а, b c H 0 P; | 


Wenn die Determinante der Coefficienten durch R und der Coef- 
ficient des Elements a, а, а in R durch a, 41, a, bezeichnet 
wird, so findet man aus den 3 Systemen durch Multiplication mit 
, 04, 0» 


R= pa, R = ра, R = p,a, 


p 9 0 1 x y 
m 4 kR’ 
0 0 — = А -———, 
D | PPI Pz res Ka е = ата, 

0 0 Р, | 4 Z Yz 

SU " 3 * Д sin su 
mithin (5) die gesuchte doppelte Dreiecksfläche = er 

LI 


Nachdem man auf bekannte Weise die Höhen des Dreiecks, 
d. h. die Abstände der Puncte т, y), (25, 31) ; (x4, yo) von der 
ersten, zweiten, dritten Geraden berechnet hat, findet man die 
Seiten des Dreiecks, wenn man die gefundene doppelte Dreiecks- 
fläche durch die Höhen dividirt. 

Wenn die Determinante der Coefficienten verschwindet, 
ohne dass die Elemente einer Zeile zu einander der Reihe nach 
sich verhalten, wie die Elemente einer andern Zeile, so gehen die 
3 Geraden durch einen endlich fernen Punct. 


10. Wenn die Gleichungen der Flächen eines Tetraeders 
in Bezug auf ein System von 3 Axen gegeben sind, so wird das 
Volum des Tetraeders auf dieselbe Weise gefunden, wie die 
Dreiecksfláche aus den Seiten. Die Coefficienten der Gleichungen 
зеет а: Ое Оа усу аа Аб» E ЕОс ау; 
d. b. für jeden Punct “, y, 2’) der ersten Fläche hat man 
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а + ba + су + dz = 0 u. s. W. Die Coordinaten der Eck- 
puncte 2, y; s; Xi, Ji, 215 Lz, Ya, 52 03, уз, ту nebst den 
Hülfsgróssen p, pı, рә, рз sind durch 4 Systeme von je 4 Glei- 
chungen 
a+bz+cy+ds= 
& + bi ＋ су + 05 = 
а + b * + cy + 1,2 = 
а, b, T %% T d = 


5 o c» 53 


u. s. W. bestimmt, welche ausdrücken, dass der Punct (w, у, z 
auf der zweiten, dritten, vierten, aber nicht auf der ersten 
Ebene liegt, u. s. w. Dann ist 


d ET: De (NW | mo m. 
1 ж у 3 a bh с, GT? | 0 p 0 0 
wii UB ERI. S 0h 0 0 0 pm 
| ys t (Us. iD. саз | IL pl 


Wenn die Determinante der Coefficienten durch R und der 
Coefficient, welchen o in R hat, durch a bezeichnet wird, so 
folgt aus den 4 linearen Systemen 


R = pa = pa = p. d = Dap: 


folglich 
„ qe 
kt ^ m U & R 
R па 4 4% b TA T Eh = ua, 


| 1 , 7, з, 
К sin syz 
a 4 41 049 
Hieraus lassen sich mit Hülfe der Höhen des Tetraeders seine 
Flächen berechnen. 

Wenn die Determinante der Coefficienten verschwindet. 
ohne dass zwei Zeilen proportionale Elemente enthalten, so gehen 
die 4 Ebenen durch einen endlich fernen Punct. 


und das gesuchte 6fache Tetraedervolum d) = 


8.16. Producte von Strecken, Dreiecken, Tetraedern. 


1 Dureh A, 45.7155 und % Be E; erden 
Systeme von Puncten, und durch o das Product von 2 Strecken 
1.1%, BR, der Geraden v, о mit dem Cosinus des Winkels dieser 
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Geraden bezeichnet. Um das Product c zu berechnen, bestimme 
man willkürlich die positiven Richtungen der Geraden r, о und 
deingemäss die Werthe und Zeichen der Strecken und der Cosi- 
nus. Wenn als positive Richtung einer Geraden die entgegen- 
gesetzte angenommen wird, so wechseln eine Strecke und der 
Cosinus das Zeichen. Also erhält bei jeder Wahl das Product c 
dasselbe Zeichen. 
Sind die Puncte 4, A;, В, Bg durch ihre orthogonalen Coor- 

dinaten 

0 о о e B у 

i Yi oC k nk D 
in Bezug auf die Axen , y, z gegeben, bei denen sin гуз = 1, 
so findet man durch orthogonale Projection von AA; und von 
Zis yj, 3; auf die Gerade о 

A4;cusro = , cos + y;cosyo + z; coszo 


folglich 


AA;. ВВ, cosro = , EN — a) + yi (ny — В) + 5; C — у) 
cos 70 = COSTY COSTE + COSyrcosyo + cos 3 cos 2 0 


2. Weil das Element cj, = .4.1;. B Bj созго nicht mehr 
als 3 Glieder hat, so ist nach $. 5, 1 
UE cum GM 
(1) ^ , == 18 


"Can a o el 


für 2 Systeme von je 5 Puncten, und wenn die Strecken Ein- 
heiten sind und unter dieser Voraussetzung c durch cos jj, be- 
zeichnet wird, 


cosp cw cos, 


m 


cosia e 


für 2 Systeme von je 4 Geraden. 

Nach dem Zusammenfallen des zweiten Systems mit dem 
ersten ist Got = c, und man findet aus der ersten Gleichung den 
Zusammenhang unter den Strecken, welche 5 Puncte verbinden 
(vergl. unten 13), während die andre Gleichung der analytischen 
Geometrie folgende Ausdrücke liefert: 


www.rcin.org.pl 


&. 16; % 203 


1 cos gr CS r cos SH 
jn cosgr 1 costy COSTS d 
t = 
cosyr cossy A cos yz 


coszr cos  cosys 1 


cosro coszp  COosyo cos 
соз I cosry COSTS 
(iV) = 0 
cosyr cossy A C08 70 5 


coszr со5 25 cosys 1 


Die Gleichung III enthält den Zusammenhang unter den von 4 Ge- 
raden (Ebenen gebildeten Winkeln, unter den Seiten und Dia- 
gonalen eines sphürischen Vierecks, unter den Flächenwinkeln 
eines Tetraeders (Canxor Geom. de pos. 350). Wenn insbeson- 
dere ж, y, 5, r die Richtungen der Kanten OA, OB, OC und 
des Diameters O D der dem Tetraeder O ABC umgeschriebenen 
Kugel bedeuten, wenn OA = d, ОВ = U, ОС= с, ODP d, 
so hat man 


— — 2 = d 
а b с 
dica b D | 
| 
а 1 COS cy С05 05 | " 
b cos 1 Co ss 


[^ cos 25 cosy; 4 


zur Berechnung des Diameter der einem Tetraeder umgeschrie- 
benen Kugel aus den Elementen einer Ecke /LacmaNGE sur les 
руг. 21. Lecexnre elem. de géom. Note V). 

Die Gleichung (IV) dient zur Bestimmung des Winkels von 
Zwei Geraden durch die Winkel, welche dieselben mit den coor- 
dinirten Axen bilden. MacNus anal. Geom. des Raumes $. 9 7). 
Vergl. einen Aufsatz des Verf. in Crelle J. 46 p. 145. 

Wenn alle Puncte auf der Ebene су liegen, und alle Ge- 
raden mit dieser Ebene parallel sind , so hat man 


хе ОС U > + cos,, созу, соз, = 0 
4 cosrr cosyr cos vo cos 20 cs 
coscr 1 co π t = 0 | coscr 1 созу = 0 
ıcosyr coszy A | cosyr созу 1 | 
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3. Ferner hat man nach $. 


Du Cr Lis 2 2, 
| én Dos 3 sue У, 
C Сз ©з; 51 5 


also mit Rücksicht auf $. 15, 4 und 6 


E — e 
9 — В 
41 7 


&—« 
7,— В 
ner 


ХЖ Gu Ge 6, = 36 AA, 4,4,. BB, B, B, 


für 2 Systeme von je 4 Puncten, 


und 


! Х X cos, cos, cos, = sinr,r,r, sin 91 0,0, 


für zwei Systeme von je 3 Geraden *). 


$. 16, 3 
£j—« 
n В 
GE 


Nach dem Zusammenfallen der beiden Tetraeder ist ct = ср; 
und man erhält für 36 4,.1,4,? die von LacnmaweE sur les 


pyr. 
reproducirte Formel. 


15 gegebene und von Lecenpre elem. 


de géom. 


Note V 


Wenn alle Puncte auf der Ebene у liegen und alle Geraden 
mit dieser Ebene parallel sind, so bleibt 


611 012 


= AATA 


Ы [21 022 | 
für 2 Dreiecke einer Ebene und 


соз, COS, 


B B, B, 


= sin, r, sin o, 0. 


COS, COS, 


für 2 Paare von Geraden, die mit einer Ebene parallel sind. 
folge dieser Gleichung ist bei 3 beliebigen Winkeln 2, 


Zu- 


it, v einer 


cos (Å — u) cosy cos (À — vj cosu = sin A sin (u — v). 


к 
5,1 


Ebene 
4. Weiter hat man nach $. 
LT ZU — (zy) (£g) + 
021 C22 
wobei 
ЕЯ 
(æy) lën) = 


5)(& + 
&—« 
=з 


з) (nd) 


Diese beiden Sätze hat v. Sraupr 4842 gegeben Crelle J. 24 p. 252. 
Der zweite Satz, der in dem besondern Fall sin r, r,r, = 4 früher bei 
Gauss vorkommt, Disq. gener. circa superficies 2, VI, ist von CaccHY repro- 


ducirt worden Exerc. d'Anal. 4 p. 44. 
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gesetzt ist und das 4fache Product der Projectionen von ЯА, Ay 
und Ёй; Hs auf die Ebene ту bedeutet. U. s. W. Bezeichnet 
man durch n und > die positiven Normalen der Ebenen AA, 4 
und BB, Ёз, so ist 


() (EN) = 44A, A, B B. B, coszn cossy 
u. s. W. Zugleich ist (1) 
COS тп COSZV + COS yn COS ＋ coS Zu COSS» = СОЕ 
foglich *) 
Zoe) =M AAA BB, B, cos uv 
d. h. gleich dem &fachen Product dieser Dreiecke mit dem Cosinus 
des Winkels ihrer Ebenen und gleich der 4fachen Summe von 
3 Producten, deren jedes aus den Projectionen der beiden Drei- 
ecke auf eine von 3 coordinirten und zu einander normalen 
Ebenen gebildet wird. 
Ebenso hat man & & соз, 60822 


cos cr, COS gr, || С05 2р С05 20, = сов жт, COSEY}. CORTO, созо, 


cos уг, COS уг, || COS уо, COS уо, COSZT, COSZ?, | COSZQ, 008 2 62 


COS yr, COS ут, | | cos ур, cos yo, | 


cos хт, coszr, ||coszg, cosze, | 
oder weil ($. 15, 1) 2 AA, 4; = AA, . AA sin 21 r 
Х X cos, cos = sinr,r, sin о, o, COS r, 7,0, 0, 


lür 2 Paare von Geraden oder für ? Paare von Ebenen, deren 
Normalen jene Geraden sind **). 
J 


5. Das 4fache Product der Dreiecke AA, A, ВВ, B, mit 
dem Cosinus des Winkels ihrer Ebenen ist ebensowenig zwei- 
deutig als die dafür gegebene Determinante. Nach beliebiger 
Annahme der positiven Richtungen ihrer Normalen und nach 
übereinstimmender Annahme des positiven Sinnes jeder Ebene 
d. h. des Sinnes der Drehung, durch welche positive Winkel 
und Flächen beschrieben werden, sind die Zeichen der Dreiecke 
und der Winkel bestimmt, welehen die eine Ebene beschreiben 
muss, bis dass ihre positive Normale mit der positiven Normale 


*) v. STAUDT a. a. О. 
**) Gauss und v. STAUDT a. a. О, 
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der andern Ebene zusammenfällt. Wenn als die positive Rich- 
tung einer Normale die entgegengesetzte angenommen wird, so 
wechseln zwei Factoren des obigen Products das Zeichen, nänı- 
lich ein Dreieck und der Cosinus des Flüchenwinkels, weil der 
Winkel um 180% sich ändert; also bleibt das Product unver- 
ündert. 

Das 4fache Product der Dreiecke AA, 45, B B, B5 mit dem 
Cosinus des Flächenwinkels ist 144, 4; . NN, №, wenn man 
durch NN, № die Projection von BB, B auf die Ebene AA, 42 
bezeichnet. Die aus den Paaren 44,, AA, und NN. NN, ge- 
bildete Determinante ¥ Œ су, C ist von der aus den Paaren 
AA, AA, und B, BB, gebildeten nicht verschieden, weil 
N N, und BB, durch dieselben Ebenen auf А A, projieirt werden, 
и. S. W. (v. Staupr). Gg 

Die Determinanten 


| eos af cos ag cosa 
GH cosbg cosbh | = sin abe sin fgh 


coscf cos ce cosch 


cos a, cosag | 1 Р E 
= sinab sin fg cosab’fg 
| cosbf  cosbg | 

haben zufolge der angegebenen Werthe die bemerkenswerthe 
Eigenschaft, dass sie unverändert bleiben, jene, während die 
gegenseitige Lage der Raumwinkel abe, fg beliebig verändert 
wird, diese, während bei unveränderter Grösse des Flächen- 
winkels ab fg die gegenseitige Lage der Winkel ab, fg beliebig 
verändert wird (Cauchy). 


6. Wenn man den Coeflicienten des Elementes cj, in der 
Determinante Х Æ су, суо cn durch yj bezeichnet, so hat man 
nach $. 6, 1 

Х T 7 e = [E Ж 0,026)" = (36 A4, 4,4, . BB, B, B,)* 


Die Elemente 511; . sind Flächenproducte von der in (4; betrach- 
teten Art, nämlich 


Ум * + с„с„ = ВАА, А, . B B. B cos, 
Yu = ХЖ с.с, = 544,4,. B B. B. COS, 


u. S. W., WO cosi, €0S,5,.. die Cosinus der von den Ebenen 
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der Flächen A A, А; und ВВ, B, AA, A, und BB,B,,.. gebil- 
deten Flächenwinkel bedeuten. 

Wenn das zweite Tetraeder mit dem ersten zusammenfällt, 
und wenn die Flächen 2445 4; , 2944, 4,, 244, 42 die Werthe 
fis H H haben, so findet man e 


1 COS,, COS, 
6 4 41 4 4) = GEI) cos, 1 C0823 
cosi COS, 1 | 
(6 АА, А„А„)* = f, f; Sins) 
wobei sin iz; den Sinus der Ecke ($. 15, 3) bedeutet, deren 
Kanten die positiven Normalen der Ebenen 44,44, AA, Al, 
АА, А, sind, und welche der von den Geraden AA, , АЛ», AA, 
gebildeten Ecke des Tetraeders so zugeordnet ist, dass die Kugel- 
Schnitte der beiden Ecken Polarfiguren sind. 


7. Für 3 Richtungen einer Ebene a, b, c hat man 
0 sin*iab sin? Tac 
(sin ab + sin be + іп са)? = 8 | sin? Ya 0 sin be 
sin*iac  sin?*ibc 0 
und für 4 Richtungen des Raumes (oder Ebenen a, b, c, d 


(sin abd + sin bed + sin cad — sin a bc)? 


0 sin zab  sin?*iac sin ad 
sin? Kab 0 sin be sin zd 
sin zac sin 15e 0 sin 230d 


зіп зада sin 30d sin? 2h 0 


Beweis. Indem man zwei Axen , y zu Hülfe nimmt, bei 
welchen sin ry = 1 ist, erhält man (3) 
jcosrb cosyb 


snde = 
| Cosme соус, 


u. S. W., folglich 


*) Diese Gleichung ist von LacnaNcE's Gleichung (sur les pyr. 47) 
nicht wesentlich verschieden. Vergl. BRETSCHNEIDER Geometrie 677 und des 
Verf. Elemente der Math., Trigonometrie $. 6, 46. 

* Der plan-trigonometrische Satz ist in den Lehrbüchern anzu- 
treffen. Der entsprechende polyedromeirische Satz ist von JOACHIMSTHAL 
Crelle J. 40 p. 42 ohne genauere Angabe der Zeichen aufgestellt und be- 
wiesen worden. 
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| 1 совла cosya | 
sinab + sin be + sine = | 1 coszb cos / 
1 


cos m cos ус 


(Sin ab + sin be + sin са)? 


1 cosza совуа | | -—eosza — cos 
1 coszb cosyb 1 —coszb —cosyb 
|4 cosge cosye 1^ — cosge cos e 


Bezeiehnet man dieses Product durch & Œ A; hh, so ist 


(S. 5, 6) 


hı = 4 — cos’za — cos’ya = 0 
h = 4 — cos xa cos zb - cos ya cos yb 
= 1 eos ab = 2sin*Jab- 


u. s. W. Nach Division von X & A, 122 han durch 23 erhält man 
die erste angegebene Gleichung. 
Indem man ferner drei Axen , y, = gebraucht, bei wel- 
chen sin ryz = ist, erhält man (3) 
cos aca cos уа соѕ 2а 
sinabe = | coszb cosy coszb 


COS T cos yc cos 2с 
u. s. w., folglich 
sin аба + sin bed + sin cad — sin abe 


1 cosra cosya  cosza 
A 


coszb созу coszb 


Ex 


COS C cos yc cos 30 


| 1 coszd cosyd coszd 
und durch ein dem vorigen analoges Verfahren 


— (sinabd sin bed + sin cad - sin abe)? Х + h,..h 
- LET 14 


worin 
һ = 4 — cos*za = соѕ?уа — cos’za = 0 
А, = 4 — cos za cos zb — cosyacosyb — cos za coszb 
= 1 cos ab = 2sin*4ab 


u. S. w. Die Determinante ist durch 24 theilbar. 


8. Wenn man durch a, b,c die Geraden bezeichnet, auf 
denen die Radien 01, OB, OC eines Kreises liegen, dureh r 
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die Länge eines Radius und durch f, g, h die Quadrate der Sei- 
ten BC, CA, AB des eingeschriebenen Dreiecks ABC; wenn 
man beide Seiten der ersten in (7) aufgestellten goniometri- 
schen Gleichungen mit 86 multiplieirt und bemerkt, dass 

т sinab = 20AB, Ari sin? gab = , 


u. S. W., so erhält man die altbekannte Gleichung 


0 kg 
dee vag uo ER 
UN 30 


Wenn man durch a, b, c, d die Geraden bezeichnet, auf 
denen die Radien OA, OB, OC, OD einer Kugel liegen, durch 
r die Länge eines Radius, durch f, g, A die Quadrate der Kanten 
вс, СА, AB, durch f, 9, А die Quadrate der gegenüberlie- 
genden Kanten AD, BD, CD des jener Kugel eingeschriebe- 
nen Tetraeders ABCD; wenn man beide Seiten der zweiten in 
(7) aufgestellten Gleichung mit 1678 multiplicirt und erwägt, 
dass 

r’sinabd = 60ABD, 47° sin? ab = h, 


u. s. w., so erhält man 


hg f 

0 , 

(24r. ABCD = — d 
novem 

75 oi h! 0 


zur Berechnung des Radius der dem Tetraeder umgeschriebenen 
Kugel aus den Kanten und Чеш Volum *). 


9. Der Abstand der Geraden ry, welche den Punct N ent- 
hält, von der Geraden r;, welche den Punct M enthält, wird 
durch den Abstand d des Punctes N von der Ebene ММ; VV an- 
gegeben, wenn M , MN, mit r;, тр parallel sind. Das 6fache 
Tetraeder M M; Ny N wird nun sowohl durch d. M Mj. MN, sin ir 
als auch durch HV. M M;. M My sin rrjry ausgedrückt, wobei r 
die Gerade bedeutet, auf der MN liegt. Daher hat man (3) 


*) In diese Form ist die von Јонєтиѕ (Biographie von Guhrauer 4850 
р. 297) und neuerlich von Canwor (Mém. sur la relation... 42) gefundene 
Relation durch ЮлснтмвтнАт, l. c. (27) gebracht worden. Eine geometrische 
Ableitung derselben hat v. Sraupr Crelle J. 57 p. 88 gegeben. 


Baltzer, Determ. 3. Aufl. 14 
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d sin тұт MN Sinz ri 
MN cos r coszr,;, coszr, 


d sin т; тр sin cyz = | MNcosyr созу; cosyr; 


MNcoszr coszr; Cos Z 


Unter der Voraussetzung sin xyz = | bezeichne man 
dan rer durch Ae, und cos , cosyr,, Cos zr; durch %, 
bi, cj. Dann ist 

Zk — Di а; а | MS аф Ep) ар a, . 
hg = | Ук bi 5 b, % % „ b yi 


Sk — 8; с; єк | € Ch Zk 
= Чо + 0:86 + су, + age + Pily + Vic 


mithin hig = Hi ha == 0, a; 4i + b; Bi + Ci Yi — Hieraus 
folgt nach $. 3, 6% 


bn m hk 6 « A N 


== 
hy а, b, €; 4, в. Уз 
und nach 6$. 5, 1 
Zth, һ = 9 
Gr MEL (D. MX R OR а с-з а. .| 
NES = | : 
E b. с, Ge Be Y. E 4% 43 
| oe re а аб: ÄIS 
G ы а, 


10. Wenn man 4 Gerade des Raumes durch a, b, c, d, 
und Ebenen, die mit den Paaren ad, bd, cd, bc, ca, ab 
parallel sind, der Reihe nach durch а, 8, y, gu. Bi, y, bezeich- 
net, so folgt aus den Gleichungen (4) 


sin ab sin cd cos yy, = cosac cos bd — cos he cos ad 
sin bc sinad cos a = cos ba соз са — cos са cos bd 
sin ea sin bd cos 88, = cos c cos ad - сох a coscd 


+) Brosch: Crelle J. 50 p. 236. 
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durch Addition 


(0) sin ab sin cd cos yy, + sin bc sin ай cos aa, 
+ sin ca sin bd cos 88, = 0 


weil cos ba = cos ab u. s. W. Man bestimmt willkürlich für 
jede Ebene die positive Normale und den positiven Sinn u. s. w. 
Dieselbe Gleichung gilt für A Ebenen a, b, c, d, indem man die 
Geraden ad, . durch a,. bezeichnet“). In diesem Falle be- 
stimmt man willkürlich die positiven Richtungen der Geraden, 
und demgemäss durch Drehungen von einerlei Sinn die Flächen- 
winkel, deren Kanten die Geraden sind. 

Die entsprechende Gleichung für 4 Puncte A, B, C, D 
ist **) 
(Ш) АВ. СРсозуу, + BC. ADcosaa, + CA. ВР cos ВВ, = 0 


wenn durch a, 8, y, о, ßı , y, die Geraden bezeichnet werden, 
auf denen AD, BD, CD, BC, CA, AB liegen. Man hat näm- 
lich durch Projection 


АВ созуу, = ADcosay + DB соѕ ву 
ВС соѕаа, = ВР cos Ва + DCcosya 
СА cos 88, = CD cos 5% + DAcosaß. 


Indem man diese Gleichungen der Reihe nach mit CD, AD, BD 
multiplieirt und summirt, erhält man die angegebene Relation, 
weil AD = — DA, u. s. w. 

Um den Zusammenhang der Gleichungen (I) und (II) zu 
erkennen, bezeichne man die Ebenen, auf welchen die Flächen 
des Tetraeders ABC, ACD, CBD, BAD liegen, der Reihe 
nach durch d, b, a, c, und die Geraden, auf denen die Kanten 
AB, BC,.. liegen, durch cd, ad,... Dann ist auch dem Zei- 
chen nach (S. 15, 3j 


64BCD. СА = AB.AC.CA. AD sincd'bd sin bd^be sin db 
= 44BC.ACDsinbd 
und durch Vertauschung 


6BADC.BD = BAD.BDCsinca 


) JoacuiusTHAL Crelle J. 40 p. 45. 
* Canxor mém. sur la relation qui existe elc. 27. 


1 
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Nun ist BADC — ABCD, BDC = CBD, also erhält man 
durch Multiplication, wenn man das Product der Flüchen des 
Tetraeders durch p bezeichnet, 


9 ABCD CA. BD = Apsincasinbd, 
und daher *) 


ш 9ABCD' Sin ca sin bd sin ab sin ed ` sinbcsinad 
er TTA C т —— (BECK АЮ 


Es kann also von den Gleichungen (I) und (1) eine aus der 
andern abgeleitet werden. 


11. Das Product von zwei Strecken mit dem Cosinus des 
Winkels ihrer Geraden kann durch die Quadrate der Strecken 
ausgedrückt werden, welche die Endpuncte der einen Strecke 
mit den Endpuncten der andern Strecke verbinden. Dabei 
ergeben sich bemerkenswerthe Formeln für die Producte von Po- 
lygonen und Polyedern. 

Nach den festgesetzten Bezeichnungen (10) ist 


2AB. CD созуу, = 24D. CD cosay — 2BD . CD cos fy 


Durch Projection des Dreiecks CDA erhält man das System 


CD cos f. y + DAcosaß, + AC = H 
CDcosay + DA + ACcosaß, = 0 
Ср + DAcosay + ACcosß,y = 0 


aus demselben durch Multiplieation mit АС, AD, — CD 


24D.CDcosay = AD’ + CD’ – АС 
2BD.CDcosBy = BD + С° — BC 


und daher **) 


2AB.CDcosyy = AD! + BC — AC — BD? 


[0 1 4 
= |1 AČ AD 
1 BC BD: 


In der That ist (1) 


*) BRETSCHNEIDER Geometrie $. 677. 
) CanNor a. a. О. 
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2E — a) + 2% (% В) + 95(б— y) 
= РЕБРО СРЕ ИВ e ir 
— 4 — 8 – у*— (шж — 8° — (у – 1 – ( — 0° 
12. Unter der Voraussetzung 


der = a; — ren * s, — fv? 
= Ti + ор – ат; — Бу; — 203; 


wobei rj ur? + by; + ся, ор = 0p bu? có, 
findet man nach §. 5, 1 


De Gn, Vines 1 о, — 245, — 25% —2ch, 


Ti 1 T. Y 5, 1 о, —2a£, —2b5, —2ct, 
= 8abelr 1 y ) (e 1 Em €) 
wenn durch (r ! x y z) die Determinante 


ИЕ 


М Su Si. 4. 


bezeichnet wird, u. s. w., ferner 


E & d., di de = (rizcyl o -—t2ab – #00) 
＋ ( 4 S) o — 245 — 3с0) 
+ „ 195 5) (4 0 — 9b» = 209) 

+ (ауз) (1 — 2428 — 257 — Sei 

＋ (бгр) % — 24? — 263 — 20% 


= —kab(rizy)lei&m) - 5ас(т1+жз)(0о Fe 
— ber y 3)(o ! nè) 
— 8abc(r syz (Ent) - Babel zy z)(o e ˙ 


Diese Formeln vereinfachen sich nach Division durch ry, 
wenn ту und оо unendlich werden. Dann hat man 


doi = | d = To = Yo = Ze — 0 
„= ý Lë 5 To 5 
Fo — ! E = Ле = z = 0 
0, De Qo о, De 
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Dez 1 
1 [T dis 
= 0 
(o ig “сс! 
9 4 1 1 
Dr 
4 d d, . a 1 55 nh D 
= Babe м 
1 = 
4 d d, Ta ga a4 1 F. U A 
| OI 1 24 
! d. d d. 1 
= — kab жу) Uë Koch zait E d 
— &bc(A ya D 
Ën d Ka, WS 
wobei 
| 1 X, Hu, 
Uznseil zx, у. . S. W. 
TET EI 


Wenn AZ, ng, Cy mit u, yg, 5K zusammenfallen, so ist 
dir = dki und dii == (0. 


13. Wenn а, b, c Einheiten sind, so bedeutet det das Qua- 
drat der Strecke, welche den Punet A, des einen Systems mit 
dem Punct B, des andern Systems verbindet. Nach 12) hat man 
für 2mal 5 Puncte des Raumes 


0 + 0 / 
Та 4 
(8) 1 15 | E 
R 


ferner mit Rücksicht auf S. 15, 6 


0 1 | 
5 йш Sf Га 

(П) š '" | = 2884, 4,4, A, . B, H, B, B. 
1 d, 8 du 


und unter Anwendung von (4) 


www.rcin.org.pl 


$. 16, 13. 215 


| 0 14 4 | 
1 du dis | 

(Ш) | = — 16А, A, A, Bi B, B, cos q 
AI de | 


wobei ф den Winkel der Dreiecks-Ebenen bedeutet. 

Die Gleichung (I) ist unter der Voraussetzung, dass das 
zweite System mit dem ersten zusammenfällt d = dz, dj; = 0), 
als Gleichung zwischen den Strecken, welche 5 Puncte des Rau- 
mes unter einander verbinden, von Cayres Cambr. math. J. 2 
p. 268 in der obigen Gestalt ausserhalb des hier gezeigten Zu- 
sammenhangs aufgestellt worden. Diese Gleichung kommt in 
anderer Gestalt bei LaanaxcE sur les руг. 19 vor, und ist wieder- 
holt jedoch ohne übersichtliche Resultate von Cansor Geom. de 
pos. 359, Mem. sur la relation qui existe etc. 58 bearbeitet wor- 
den. Vermöge dieser Gleichung ist z. B. dis durch die Übrigen 
Strecken bestimmt, und zwar zweideutig, in Uebereinstimmung 
mit der Construction, durch welche jene Strecke aus den übrigen ` 
gefunden wird. 

Die Gleichungen I und ПЕР, welche v. Sravor a. a. 0. 
gegeben hat, sind in obige Gestalt durch Sv. vxSTER Philos. Mag. 
1852, IE p. 335 gebracht worden. Dieselben enthalten den von 
Jr aus (Biographie von Guhrauer p. 297) und Eurer Nov. Comm. 
Petrop. 4 p. 158 gegebenen Ausdruck des Tetraedervolums durch 
die Kanten, sowie den altbekannten Ausdruck der Dreiecksfläche 
durch die Seiten 


оя 1 o a be 

А 0 а. dm 51 e $ 
мни P CREME e 
e di. 9 c b a 0 


Der letzte Ausdruck entsteht durch Einführung der Werthe 
dy, == a2, du == 02, diz = c?, indem man jede Zeile mit abe 
muliplieirt und dann Zeilen und Colonnen dividirt, die zweiten 
durch bc, die dritten durch «c, die vierten durch «b. Die 
Gleichung 
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enthält die Bedingung, unter der die Punete A, 2, Ay, Ay auf 
einer Ebene liegen, und stimmt überein mit der Gleichung 
zwischen den Strecken, welche diese Puncte unter einander ver- 
binden (Juncus und Eurer Acta Petrop. 6, 1 p. 3). Unter der 
Bedingung 


liegen die Puncte A,, A,, g auf einer Geraden. Bei jeder Loge 
der 3 Puncte auf einer Geraden verschwindet ein Divisor dieser 
Determinante ($. 3, 17). 


14. Die aus den Elementen dj, gebildeten Determinanten 
können aus den Determinanten abgeleitet werden, «deren Ek- 
mente Producte von zwei Strecken mit dem Cosinus des Winkels 
ihrer Geraden sind. Man hat (4 


2с. Зс 
1671, A, 45 BU BE B cos qe = = = 
2 032 26, 


wenn man durch c das Product der Strecken A, Aj, Bi B, wit 
dem Cosinus des Winkels ihrer Geraden bezeichnet. Nun ist (11) 


20, = di — di + d dot 
folglich 
0 
ч Eau da — d, dad, d di + di = ly 
d, du +d — dan d, —d,, + di — d, 


"T. e 
їс. $6, 
3 


1 0 0 0 0 1 4 
= d, * di — diz di — dis = | а, d d, 

d; 1 dh md, d, = da I Zem (BE C 

d, N d — di, d — d., t da dy dy 


Ebenso werden die Determinanten 3ten und Меп Grades der 
Elemente c in Determinanten 5ten und fiten Grades der Elemente 
d verwandelt. 

Aus den bewiesenen Sätzen folgt: das Product von zwei 
planen Polygonen mit dem Cosinus des Winkels ihrer Ebenen, 
sowie das Product von zwei Polyedern ist eine ganze Function 
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der Quadrate der Strecken, welche die Eckpuncte der einen Figur 
mit denen der andern verbinden (v. Sraupr a. a. O.). 
Die planen Polygonen A, 45.1; 4, .., B, B5 B, B,, .., haben 
die Flächen 
А АЙА TARA ACER 
B. B. B, + В, B, B. +.. 
Daher ist А, 42 A; 4; .. X Bi H ВВ. . X cos p 


= A,4,4, . B, B, B, cos p + 4, 4,4,. B, B, B, cosq +.. 


0 4 4 4 0 4 4 1 
In gn de b, bee ee, e, 
= „ d а а. 4 dy d, dh 

йа а Та ^L eb. ба, 


Eine mehrseitige Pyramide lässt sich aus Tetraedern zusam- 
mensetzen , ein Polyeder aus Pyramiden, die einen Eekpunct des 
Polyeders zur gemeinschaftlichen Spitze haben und deren Basen 
die Flächen des Polyeders sind. Vergl. des Verf. Elemente der 
Math., Stereometrie § 8. Demnach kann das Product der Volume 
von zwei Polyedern als Summe von Producten aus jedesmal zwei 
'Tetraedern, mithin als Summe von Determinanten Dien Grades 
der angegebenen Art dargestellt werden. 


15. Nach (1) und (11) hat man 
2c; = 24 fl. BB, cos Hr = AB,’ + BA, — AB! — 4, BA 


Setzt man nun voraus, dass die Puncte Ву, Bj,.. auf einer 
Kugel um das Centrum A liegen, und dass die Puncte A, , 1 ,.. 
auf einer Kugel um das Centrum B liegen, so ist 


АВ + 5A. — АВ: = р 
eine unveränderliche Grösse, und 
di = A. Вд = p cik 
ein Ausdruck von i Gliedern, so dass man nach F. 5, 1 
(Ш хала d, = 0 
findet für 2mal 5 Puncte je einer Kugel. Aus 
dig р = — 9с 


ergieht sich ferner 
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d = р а. Р а. — H d — р 
= 0 Е ЕЕ | e = EE 
1 — p ай = H da — P d —p 
oder 
1» [0 1 1 
: d | d, d 
a) I d, di, | E EE LUE is di > 
| 3 
[4 Au 
5 d, © A, 1 dq du 
" ^ | оч 1 
hM чр 
\Ш) 2 SN + р | + 822 ei 22 C = 0 
dj d | а Р 
5 Ga | 


für 2mal 4 und 3 Puncte nebst den Centren umgeschriebener 
Kugeln. 
Demnach ist. (13; 


& d. d., + 288p. 4, 4. 4, 4, B, B,B,B, = 0?) 
und wenn bei zwei Dreiecken einer Ebene die Centren der um- 
geschriebenen Kreise durch B und A bezeichnet werden, 
Xd. da = p- A44, . В,В,В,. 
Beim Zusammenfallen der beiden Systeme ist dj, = du, 
dj; = 0, p= 2.1.2, und man erhält ausser der Gleichung 
zwischen den Strecken, welche 5 Puncte einer Kugel unter ein- 


ander verbinden (Слугеу Cambr. math. J. 2 p. 268, die oben 8. 
bewiesenen Gleichungen. 


16. Wenn man durch S einen gemeinschaftlichen Punct der 
beiden Kugeln oder Kreise bezeichnet, so hat man 
р = AS + BS — AB 248. BS cos 


wobei w den Winkel der Geraden AS, BS d. i. den Winkel der 
beiden Kugeln oder der beiden auf einer Ebene liegenden 
Kreise bedeutet. Man erkennt hieraus, dass die Determinante 
T X di: . . dg, deren Elemente die Quadrate der Strecken 
sind, welche + Puncte mit 4 andern Puncten verbinden, dem 


*) SıeREck Crelle J. 62 p. 454. 
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Product der beiden Tetraedervolume proportional ist, und übri- 
gens nur von der Grösse und dem Abstand der umgeschriebenen 
Kugeln abhängt. Sie verschwindet, wenn die beiden Kugeln 
sich rechtwinkelig schneiden, und insbesondere auch dann, wenn 
die 4 Puncte des einen Systems auf einem Kreise liegen. 

Die Determinante S di. . du ist die erste unter den 
partialen Determinanten Меп Grades, welche zu der Deter- 
minante (13) 


0, A 4 
1а, di, 
Id, d, | 


gehören. Die übrigen partialen Determinanten können aus jener 
abgeleitet werden; man findet z. B. 


Жаы ап 


13 14 


= — 2884, 4,4, 4, B B. B, В, 


weil bei der Vereinigung des Punctes В, mit dem Centrum В 


P= AB BA AB S= а аа, = da 


17. Wenn auf einer Kugel, deren Radius eine Längeneinheit 
ist, die sphärischen Dreiecke 4, Ay , B, В, В, liegen und im 
Centrum О dieser Kugel die Puncte , В, vereint sind, so 
hat man 


d, = d, S d, — d, = d. = d = 1, d, = 0 


dij; = (sin 3 4, B. = 2 —2cos A; B, 


Fo ker 0 1 

Е | 

i 9 — 2 cosd B. cos 41 B 
Sta, 4, ез | cos л, D. — COS А,В, 

1 2 — 2 cos А, В, Fee 

eee cos 4, B, 


Nun ist nach (3) 36 A, 4,0. В, B, B O = sin A, 12h, sin В, B; Ba 
| cos 4, B, cos A B. cos A, B, | 


| 
= | cos 4 B. cos А,В, cos 4. B. 
i 
| 


cos А, В, | cos 4, В, соз 4, В, 


folglich (15) durch Addition“) 


*) SIERECK a. a. О. 
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2p 1 1 1 
1- cos 4, B. cos A1 B, cos A, B, 

4 cos 4, В, cosA,B, cos А,В, 

| 1 cosA,B, cos 4, B. cos 4, B, 


Um die Grösse p sphärisch auszudrücken, braucht mau 
die sphärischen Centren P und Q der Kreise A, Ay A, und В, Bs B, 
Die Geraden OP, OQ enthalten die Centren B, А der Kugeln 
Á,4,4,0, B, В, B, O und sind Diameter, also ist cos РО der 
Cosinus des von den Geraden 40, BO gebildeten Winkels, 
mithin 
р = 240. BO cos PO, 2p = ОР. 00 cos PG 


Nun ist OP cos РА, = 04, = 1, OQ cos ОВ = ОВ, = 1, 
ſolglich 


cos РО 


2p = ———————. 
p cos РА, соз ОВ, 


Wenn die Kreise A, Ja 4, und 8, Bz B, in R sich schneiden, so 
hat man 
cos РО = cos PH cos RQ sin PR sin RO cos Q RP, 
2p = 4 + lang PR lang RQ cos QRP. 


Bei rechtwinkelig sich schneidenden Kreisen ist 2p = . 


8.17. Polygonometrische und polyedrometrische Relationen. 


|. Wenn die Seiten AB, BC,.., MN, NA eines heliebi- 
gen Polygons nach willkürlicher Festsetzung der positiven 
Richtungen. der Geraden, auf denen sie liegen, die Werthe 
4j, 02,.., % haben, und cos ,; den Cosinus des Winkels he- 
deutet, welchen die Gerade der iten Seite mit einer beliebigen 
Geraden bildet, so ist *) 


а, COS „ + а, cos +.. + Ga 005 sn = 02 


p 


Sind nämlich 41, B.. die orthogonalen Projeetionen von 
1, B,. auf eine beliebige Gerade, so hat man 


*) Lee, Nov. Comm. Petrop. 19 p. 187. L’HviLıer polygonométrie 
p. 20. CARNOT géom. de pos. 254. 
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А,В, + BC+.. + MI NI NA, = 0 


unter der Voraussetzung, dass 41 В, = — Bi di, u. s. W. Nun 
ist allgemein A, B, = AB cos p, wie auch die Richtung der 
positiven Strecken auf den Geraden, deren Strecken AB und 
А,В, sind, angenommen werde, weil bei Vertauschung einer 
Richtung mit der entgegengesetzten zwei der Grössen A, Bi, 
AB, cosy, das Zeichen wechseln. Durch Substitution der 
Werthe von A, BI, B, C,,.. findet man die angegebene Funda- 
mentalgleichung der Polygonometrie. 

Wenn umgekehrt a4, az, . „ % Strecken von gegebener 
Richtung und Grösse sind, und cos,; den Cosinus des Winkels 
bedeutet, welchen die Gerade, auf welcher die ite Strecke liegt, 
mit einer beliebigen Geraden bildet, und die Summe 


S = a, cos „ + а, COS m +.. + а, COS y 


verschwindet, wie auch die willkürliche Gerade angenommen 
werde, so erhält man ein geschlossenes Polygon, wenn man 
nach willkürlicher Anordnung der Strecken, ohne deren Rich- 
tungen zu veründern, mit dem Ende der ersten den Anfang 
der zweiten, mit dem Ende der zweiten den Anfang der dritten 
u. s. f. vereint. Gesetzt, das Ende der letzten Strecke fiele mit 
dem Anfang der ersten nicht zusammen, so würde die Summe 
S im Allgemeinen nicht verschwinden, was der Voraussetzung 
widerstreitet. 


2. Der Inhalt eines planen Dreiecks ist unzweideutig be- 
Stimmt, wenn nicht nur der Sinn, in welchem sein Perimeter 
zu durchlaufen ist, sondern auch die positive Richtung der Nor- 
malen seiner Ebene nebst dem positiven Sinn der Ebene ge- 
geben ist. Der Beurtheiler stelle sich so auf die Ebene, dass 
ihm die positive Richtung der Normalen aufwärts gehend er- 
scheint; je nachdem nun die durch die Ordnung der Eckpuncte 
gegebene Drehung mit der Drehung, durch welche positive 
Winkel und Flächen beschrieben werden, einerlei Sinnes ist 
oder nicht, wird der Inhalt als positiv oder negativ bezeichnet. 
In gleicher Weise ist zur unzweideutigen Bestimmung des In- 
halts jedes planen Polygons der Sinn seines Perimeters erfor- 
derlich. 

Bei einer Fläche eines gegebenen Polyeders kann der Sinn 
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ihres Perimeters willkürlich bestimmt werden. Bei jeder mit 
dieser Fläche durch eine gemeinschaftliche Kante MN verbun- 
denen Fläche des Polyeders wird der Sinn des Perimeters so 
angenommen, dass die vereinigten Theile der beiden Perimeter 
einander entgegengesetzt sind, also der eine durch MN, der 
andre durch N M ausgedrückt wird). Wenn z. B. eine Fläche 
des Tetraeders ABCD durch ABC ausgedrückt wird, so sind 
die übrigen Flächen durch C BD, BAD, ACD auszudrücken. 
Ist AB CD eine Fläche eines Hexaeders, so sind DCCD, 
CBB'C, BAA'B', Арр А, DO BA die übrigen Flächen. 
U. s. f. 

Wenn nun die in der angegebenen Weise ausgedrückten 
Flächen eines Polyeders nach willkürlicher Festsetzung der 
positiven Richtung der Normalen und des positiven Sinnes einer 
jeden Ebene die Werthe o, d, . „ an haben, und wenn durch 
COSp; der Cosinus des Winkels bezeichnet wird, welchen die 
Ebene der йеп Fläche mit einer beliebig hinzugefügten Ebene 
bildet, so ist“ 


4, COS y, + 2; COS py H.. + Ga C0 „% = 0. 


Beweis. Man bezeichne die Normalprojectionen der Eck- 
puncte A, B, C,.. auf die beliebig angenommene Ebene durch 
A, Bı, €,,... Die Summe X der Projectionen der Polyeder- 
flächen besteht aus der Summe aller Dreiecke, welche einen 
beliebigen Punct O der Projectionsebene zur gemeinschaftlichen 
Spitze haben, und deren Basen die Seiten der durch Projection 
der Polyederflichen entstandenen Polygone sind. Die Summe 
dieser Dreiecke enthàlt aber zu jedem Dreieck O M, N, auch 
das entgegengesetzte ON, M, , folglich verschwindet sie und mit 


ihr die Summe 3. Nun ist die Projection der йеп Fläche 
Fi Gi Hi.. = FGH.. COS pi, 
also verschwindet die Summe a, cos pi + 430085) +... 


*) Dieses Princip ist von Мбвшз Statik $. 55 angedeutet, in den Be- 
richten der Sachs. Ges. d. W. 1865 p. 31 als »Geselz der Kanten« aufgestellt 
worden. Vergl. des Verf. Elemente der Math., Stereom. $. 8, 46. 

**) L'HuiLi£& théoremes de polyedr. 1799 (Mem. présentés à l'Inst. 4. 
1805 p. 264). Слкхот l. c. Die Voraussetzungen, unter welchen die Glei- 
chung güllig ist, werden in den angeführten Schriften nicht genau ange- 
geben. 


www.rcin.org.pl 


$. 17, 3. 223 


Zusatz. Construirt man auf den Normalen der Flüchen des 
Polyeders je eine Strecke di, dz, . „ dn proportional den Wer- 
then о, 25,..,2, der Flächen, zu denen die Normalen gehö- 
ren, so ist zufolge der bewiesenen Gleichung auch 


а, COS p + 0, COS po H.. + 4, DO au = 0, 


wo nun unter cos p; der Cosinus des Winkels verstanden werden 
kann, den die Gerade, auf der die Strecke d, liegt, mit der 
Normale einer beliebigen Ebene, d. h. mit einer beliebigen 
Geraden bildet. Daher erhält man () ein geschlossenes Polygon, 
wenn man, ohne die Richtungen der Strecken di, a5,..,a, 
zu veründern, mit dem Ende der ersten Strecke den Anfang 
der zweiten, dann mit dem Ende der zweiten den Anfang der 
dritten u. s. f. vereint. Es giebt also für jedes Polyeder ein 
zugehöriges Polygon, dessen Seiten und Winkel den Flä- 
chen und Flächenwinkeln des Polyeders gleich sind, so dass 
jeder polygonometrischen Gleichung zwischen den Seiten und 
Winkeln des Polygons eine polyedrometrische Gleichung zwi- 
schen den Flächen und Flächenwinkeln des Polyeders ent- 
spricht. 


3. Indem man die beliebige Gerade (Ebene) der Reihe 
nach mit den einzelnen Geraden (Ebenen) der Polygonseiten (Po- 
lyederflächen) vereinigt, erhält man das System von linearen 
Gleichungen (1) 


а, COS, ＋ 8,COS,, + .. + a, cos in = 0 
а, COS, + G, С05 + .. + 4, COS an = 0 
worin созу = 1, cos р; = cos ot ist. Die Determinante dieses 


Systems 


Соб "Mc 7605.6 


COS eos 


hat die Eigenthümlichkeit, dass alle dazugehörigen partialen 
Determinanten Меп und höhern Grades zufolge des $. 16, 2 be- 
wiesenen Satzes Nullen sind. Man kann also aus dem obigen 
System für n = 3 die Proportion der Seiten eines geradlinigen 
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Dreiecks, für „= + die Proportion der Seiten eines unebenen 
geradlinigen Vierecks und der Flächen eines Tetraeders gonio- 
metrisch ausdrücken. Dagegen bleibt die Proportion der Seiten 
eines andern Polygons und der Flächen eines Polyeders unbe- 
stimmt. 

Wenn die Seiten des Vierecks OPQR auf den Geraden 
ж, Y, 5, r liegen, so hat man ausser der Gleichung 

OPcospz + PQ соѕру + QRcospz + ROcospr = 0 

die besondern Gleichungen, welche durch das Zusammenfallen 
von p mit x, y, з, r sich ergeben, und denen die Werthe 


(6$. 8, 3) 
oR ло WE enc QU eset c e 
genügen, wobei (S. 16, 3) 


cos &  coscz coszr 
e 
o = — | cosyy cosyz cosyr | = sin c sinyzr 


COS 5 cos 25 coszr 


a, = Sin gyz sin zT = — Sinzyzsinzer 
u. S. W., und A beliebig ist. Daher folgt“ 
OP: PO: QR: RO = sinyzr:sinzer:sinzyr: — sin 2 
und die Fundamentalgleichung der räumlichen Goniometrie 


sin узт cos pz + sin zr cos py + sin тут cospz = sinzyzcospr. 


4. Die Beziehung zwischen 4 Puncten eines Kreises A, B, 
C, D kaun durch die Eigenschaften der Winkel, Strecken, Flä- 
chen, welche durch die betrachteten Puncte bestimmt sind, 
angegeben werden. Nach dem in EueLipes’ Elementen enthalte- 
nen Theorem ist die Winkeldifferenz 40 B — ADB entweder 0 
oder 4800, mithin allgemein **) 
0 2(4CB— ADB) = 0 


wenn die genannten Puncte auf einem Kreise liegen und Win- 
kel von gleichen Zeichen durch Drehungen von einerlei Sinn 


*) Andere Ausdrücke dieser Proportion enthält der Aufsatz des Verf. 
Crelle J. 46 p. 450. Der gleichlautende tetraedrometrische Satz von den 
Flächen eines Tetraeders ist bekannt. Vergl. oben $. 46, 6. 

* Mösıus Kreisverwandtschaft $. 44. 
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beschrieben werden. Der Winkel 360° ist gleichbedeutend 
mit 0. 

Nach dem Theorem des Prorznäus (Almagest I, 9) ist ferner 

(1) e PR N, 

wenn die Producte aus den Quadraten der gegenüberliegenden 
Strecken, welche 4 Kreispuncte A, B, C, D verbinden, durch 
P, q, bezeichnet werden. Indem man die Norm des irratio- 
nalen Trinomium = 0 setzt, findet man die rationale Gleichung 
zwischen den Quadraten der Strecken, welche durch die ge- 
nannten Puncte bestimmt sind. Eine der letztern analoge Glei- 
chung giebt es für die Quadrate der Strecken, welche 5 Puncte 
einer Kugel verbinden. 

Endlich kennt man Relationen zwischen 4 Puncten eines 
Kreises oder 5 Puncten einer Kugel und einem beliebigen andern 
Puncte, wovon die letztere in einem Theorem Fxuxnnach's (Unter- 
suchung der dreieckigen Pyramide p. 15. enthalten ist, welches 
Gayrey (Cambr. math. J. II p. 268) und LecnreguawpT (Crelle 
J. 23 p. 375) reprodueirt haben. Dieselben Relationen hat 
Mósics. (Crelle J. 26 p. 26: aus barycentrischen Principien ab- 
geleitet.  Cavrev's Verfahren, das auf dem Gebrauch der Deter- 
minanten beruht, ist folgendes. 

Die Puncte A, B, C, D eines Kreises seien in Bezug auf 
ein System orthogomaler Axen, dessen Anfang О ist, durch die 
Coordinaten c, /; ау, yj; 2», Y2; 23, ys gegeben. Man hat, 
wie bekannt, 

а tu = а + bc + CN 
X? By? = а + а + су, 


Z, + у! — а + іх, + су, 
folglich ($. 8, 3) 
E EUIS 


Co Ee 
(11) Y a i x aw 


5 MU rM 


Die Entwickelung dieser Determinante nach $. 3, 2 mit Rück- 
sicht auf $. 15, 5 giebt: 


0OA’.BCD—-OB?.CDA+0C.DAB-—- 0D. ARC = 0. 
Baltzer, Determ. 3. Aufl. 45 
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Wenn man OP normal zur Kreisebene construirt und die Iden- 
иш (S. 15, 5) 

0P'(BCD — CDA + DAB – АВС) = 0 
zu der vorigen Gleichung addirt, so kommt 
(V) PÆ.BCD-—PB.CDA+PC.DAB—PD.ABC=0, 


worin P irgend einen Punct des Raumes bedeutet. Insbesondere 
ist, wenn P mit D zusammenfällt, 


DA.BCD+DB’.CAD+DC.ABD = 0. 
In gleicher Weise seien die Puncte 4, B, C, D, E einer 
Kugel in Bezug auf ein System orthogonaler Axen durch die 
Coordinaten £, y, 3; u. s. w. gegeben. Aus den Gleichungen 


а? ＋ / +22 = а + be Te T dz 

TË + . T 2. = а + b + су, + d, 
folgt 

PU +y + 1 ж y Zz 


(V) 0 . . 0 o о = 0. 
e 

Die Entwickelung dieser Determinante giebt (S. 15, 6) 

(VI) ОА. ВСрЕ + ОВ. СРЕА + ОС. рЕАВ 

+ 00°. ЕАВС + ОЕ. АВСр = 0, 
worin О irgend einen Punct des Raumes bezeichnet. Nach den 
in $. 15, 7 angenommenen Bezeichnungen hat man 
и. ОЕ +u. OF +u. ОВ ＋ . 0C +u,.0D= 0 


d. h. wenn t4, 45, Aa: 4; die coordinirten Coefficienten von E 
in Bezug auf die Pyramide ABCD sind, so ist für alle Puncte 
О auf einer um das Centrum E beschriebenen Kugel u. 0 A? 
+ 15.052 + u. OC? + ц. OD* constant (Frvrrsaecn). Insbe- 
sondere ist 


AB’. CDEA + AC . DEAB + Ар?. EABC + АЕ. ABCD = 0 
u. DE +u, . DA + u. DÉI + . DC = 0 


Wenn man die Determinanten (III) und (V; bezüglich mit 
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1 T. ty —2r, — 2%, 
1 m «Ly +3 — 92 — 2y — 22 
1 . T 9 T2 — 2% — 2% — 22 


multiplicirt, so findet man & E du, % und Ez dan. . du 


($. 5, 4), wobei im ersten Falle 


da, = m + у + а? o Ry — за? — 2% = 9 
а 
du = Gm + Y ＋ . + у? — 9200, — уу, = AC 


LU 
ь 
= 


m = X + / + ац? + J — 2% —2yy, 


u. S. w., im zweiten Falle 


d., = a ky itx! AN ez 2 — 2 —92 = 0 
d, = m +y E ＋ . 4 ½ -zuo—2rz,—2yy, — 232 = АВ? 


u. s. w. Daher ist die oben erwähnte Gleichung zwischen den 
Strecken, welche 4 Puncte eines Kreises verhinden, folgende 
(Cavi uv): 


| da d; dos 
VII ү 9 z dus "D 
"E | aL uu d, 


o. uda de 0 
worin dj, das Quadrat der Strecke vom йеп bis zum Меп 
Puncte bedeutet. 
Die analoge Gleichung zwischen den Strecken, welche 5 
Puncte einer Kugel verbinden, lautet (Саге) : 


оз 
d, 0 e dr. gl 

(VIII) des a di. 0 da dz. = H 
в. 5. oU d; 


d du dan du. H 
Vergl. oben $. 16, 13 und 15. 
5. Die gefundenen Relationen (III) bis (ҮШ) gelten für 


Puncte einer Linie oder Fläche ?ter Ordnung mit endlichen 
EM 
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Hauptaxen, wenn man jede Strecke nach dem parallelen halben 
Diameter misst *). 


Beweis. Man bezeichne durch О den Anfang der mit den 
Hauptaxen parallelen Coordinaten, durch : — , 4 — Y, 51 — 3 
und /, u, v die Normalprojectionen der Strecke AB und des mit 
AB parallel gezogenen halben Diameter MN der Fläche auf 
die Hauptaxen derselben. Dann ist wegen der Aehnlichkeit der 
Figuren 

ар — 2:9, = у: 5—2: AB = t:u:v: MN 
Nun sind t, u, v durch die Gleichung 
оё ＋ bu T ev = 4 
verbunden, folglich 


{ ; ; ы АВ? 
az, — ) + biy, — y)* të — 2? = Im: 
Wenn nun der Punct , y, z auf der Fläche 2ter Ordnung liegt, 


so hat man 
ar? + by + cz! = а + b's + су + ds 


u. s. w., wie oben, während an die Stelle von 0A, OB, AB... 
deren Verhältnisse zu den halben Diametern der Fläche treten, 
die mit den Strecken parallel sind. 


6. Ein Kegelschnitt zweiten Grades ist durch einen seiner 
Brennpuncte О und 3 andere Puncte A, B, C bestimmt; daher 
müssen 4 Puncte eines Kegelschnitts und ein Brennpunct des- 
selben eine gewisse Relation haben. Die Rotationsfläche zweiten 
Grades, welche durch Rotation eines Kegelschnitts um seine 
Hauptaxe entsteht, ist durch einen ihrer Brennpuncte О und 4 
andere Puncte A, B, C, D bestimmt, so dass eine Relation zwi- 
schen 5 Puncten einer solchen Fläche und einem ihrer Brenn- 
puncte bestehen muss. Diese Relationen sind von Möntus (Crelle 
J. 26 p. 29) angegeben und bewiesen worden. 

Man kann dieselben aus dem bekannten Satze ableiten, 
dass der Radius Vector OA — v eines Kegelschnitts oder einer 


*) Die Geltung der obigen Sätze für Ellipse und Ellipsoid hat Brioschi 
Crelle J. 50 p. 236 bemerkt. 
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Rotationsfläche der angegebenen Art eine lineare Function der 
Coordinaten , y oder , y, z des Punctes A in Bezug auf be- 
liebige Axen ist. Sind жү, yı oder ш, yj , 2, die Coordinaten 
von B u. s. w., so hat man 


т =a+bx + су r — dq ＋ be +cy ds 

T, = a + br, + су, T, = а +02, + cy, + ds, 
folglich (§. 8, 3) 

r 4 e y r de, ray 8 

D 1 X Ж gg Zeg ën Ls 0 


d. h. (S. 45, 5. 6) 


ОА. ВСр – OB. СрА + OC.DAB— OD. АВС = 0, 
ОА. BC DET OB. CDEA + OC. DEAB 
+ 0р. EAC + OE. ABCD = 0. 


Wenn A, В, С, D auf der Rotationsfläche und zugleich auf 
einer durch O gehenden Ebene liegen, so ist ABCD = 0 und 


B CDE. CDAE: DABE: — ABCE 
= BCD: — Срд: рАВ: — АВС, 
folglich 
0A.BCD— OB. CDA OC. DAB—OD.ABC = 0, 


d. h. die Rotationsfläche wird von einer durch einen ihrer 
Brennpuncte gelegten Ebene in einer Linie zweiten Grades 
geschnitten, für welche jener Punct ein Brennpunct ist (Mons 
, 


7. Die einfachste Relation zwischen 5 Puncten des Raumes, 
A, B, C, D, E, deren Coordinaten in Bezug auf 3 beliebige 
Axen , Yı, 51; 7 уу, 22 u. S. W. sind, findet man, indem 
man die Identität ($. 2, 4) 
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nach den Elementen der ersten Colonne entwickelt und die ge- 
fundenen Determinanten Меп Grades nach $. 15, 6 deutet, 


(0 BCDE + CDEA + DEAB + EABC + ABCD = 0 


vergl. $. 15, 7. Wenn man die Volume der einzelnen Tetraeder 
durch ihre Kanten ausdrückt $. 16, 13), so erhält man eine 
irrationale Gleichung, deren rechte Seite Null ist und deren linke 
Seite die Summe der Quadratwurzeln von 5 Determinanten беп 
Grades ist. Um diese Gleichung zu rationalisiren, hat man das 
Product aus den 16 Werthen zu bilden, welche die linke Seite 
vermöge der Zweideutigkeit von 4 unter jenen Quadratwurzeln 
annehmen kann“). Die linke Seite besitzt aber einen rationalen 
Divisor, zu dessen Auffindung es genügt, die Gleichung (I) mit 
einem ihrer Glieder zu multipliciren, weil das Product aus zwei 
Tetraedern eine rationale Function von den Quadraten der 
Strecken ist, welche die Eckpuncte des einen Tetraeders mit 
denen des andern Tetraeders verbinden (S. 16, 13). 

Dieser Divisor der Gleichung ist der in $. 16, 13 gegebene, 
welchen in dieser Gestalt zuerst CayıLev (Cambr. math. J. 2 
p. 268) direct entwickelt hat. Nach Analogie des in (9) mitge- 
theilten Verfahrens hat Слүгкү die Determinante 


IP 1 AER NM OR o 
1 n „ T „ 1 X y zou 


R = 


I + + 2, + и? 1 


mit der Determinante 


4 0 0 0 0 0 | 
tt 4; —39z, — 2%½ — 22 —9щ, 
— 46H = 
T RW bx ＋ % 4 — 24, —2y, — 22, —2u, 


multiplieiet. Man findet (8$. 5, 6) — 16 R? = N + %% . 155 
worin %% = br und zwar 


hg = 9, liy emn 
ha = + T, EM + и + . + V Ex ＋ 11 
—222,2, — 2% ½ —?2,2, —2uu, 


= ( — T)” + (у, — Y)? + (1 — 2° + (u — и,)? 


+) Vergl. SyLveEster Cambr. and Dubl. math. J. 1853 Mai. 
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и. S. w. Wenn die unbestimmten Grössen zd, 05... Ia ver- 
schwinden, so verschwindet А ($. 3, 3). Versteht man dabei 
unter , 74, 2; die orthogonalen Coordinaten des Punctes 4 
u. S. w., so wird h = AB? u. s. W. Bezeichnet man die Qua- 
drate der Strecken vom ften zum ?ten, 3ten,.. Puncte wie 
oben durch diz, d;5,.., so hat man die Gleichung 


0 4 4 4 4 4 
1 0 diz а, а, а, 
(и) 1 d, 9 d, d, d, m 
1 dis di. 0 d d 
1 14 d, di, 0 d., 
4 d d, d d 0 


25 


für die Quadrate der Strecken, welche 5 Puncte des Raumes 
verbinden. 

Diese Determinante nach den Elementen der ersten Zeile 
entwickelt giebt 


d, EEE 005 * 9, E Jos = (0 


wenn man die Coefficienten, welche die Elemente der ersten 


Zeile haben, durch dor, буу,.. bezeichnet. Bei analoger Bezeich- 
nung ist aber ($. 6, 5) 


re 6:6 


dA": d. ДО ТО, „ 
weil die Determinante verschwindet und du = dr ($. 3, 13) 
ist. Folglich hat man bei einer bestimmten Auswahl der 


Zeichen 
V 92. + у d + V 95 * V 0. + V д, = 0, 


womit nach $. 16, 13 die Gleichung (1 übereinstimmt. 

Auf demselben Wege werden die Gleichungen zwischen den 
Quadraten der Strecken gefunden, welche 4 Puncte 4, B, C, D 
einer Ebene und 3 Puncte A, В, С einer Geraden verbinden. 
Es ist nämlich nach den angenommenen Bezeichnungen im ersten 
Falle 


0 1 1 4 1 

1 0 d, da d, 

1 ЧП ч таи 2—0 
1 d, d, 9 d 

1 d, d, d, 9 
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Ме 
un 
-b 
1 


und hei gehöriger Zeichenbestimmung 
үй, + V 9. E V 9, d V 9. ex 
übereinstimmend mit 8C D — CDA+DAB— АВС = 0 d. i. 


L4 


1 1 T Yı 
1 uu MEM M 
4 1 3 LA 
„ . 
im zweiten Falle 
0 0 1 1 
1 4 d d, E 
1 d, 0 d 
54 d d. 0 


Vd, * y QE y 395 = 0, 


übereinstimmend mit AB + BC+ СА — 0 d. i. 


4 1 а, 
1 1 2, | = 0. 
1 1 2; 


Diese Gleichungen ergeben sich auch aus 7, УН und VIII. 
Wenn nämlich von 5 Puncten einer Kugel einer unendlich fern 
ist, so ist z. B. 


dy, d, 


el 


und die übrigen 4 Puncte liegen auf einer Ebene. Und wenn 
von 4 Puncten eines Kreises einer unendlich fern ist, so liegen 
die übrigen 3 Puncte auf einer Geraden. 


8. LacmawaE (sur les pyr. 17) hat das grösste Tetraeder 
untersucht, dessen Flächen gegebene Inhalte besitzen. Nach der 
in $. 16, 6 angenommenen Bezeichnung hat man 


V* = (644,4, A)! = Х + ua as es 


und nach einer von LAGrAnGe sur les руг. 2 aufgestellten tetra- 
edrometrischen Gleichung (s. des Verf. Elem. d. Math., Trigono- 
metrie $. 6, 5) 


14,4,À4,; = yy + Yn Ys ys + 2% + у. 
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Also sind yj, y2, у und s= 7½ ya cy gegebene 
Grössen und V! = X E у уә 7,4 eine Function von 3 durch eine 
Gleichung verbundenen Variablen, die ein Maximum werden 
kann unter den Bedingungen 


ak: Ae дз А av! "TEC д ^ ont ðs 5 
= f — = = 
ду» é д Узз д Ya ООУ, 


7 + и = 
ШУ? ду, 


za 8 IN 5 а . 
Nun ist ;— = | und by hat als Coefficient von уә; in 


Уз 23 
Х X my yos узу den Werth Vica ($. 6, 2), u. s. w. Daher ist ein 
grösstes Tetraeder so beschaffen, dass 


d. h. es gehört zu den besondern Tetraedern, deren gegenüber- 
liegende Kanten normal zu einander sind und deren Höhen sich 
in einem Punct schneiden"). Denn durch Projection von 4243 
auf 4A, findet man 


A 4, cos түт, + 4,4,cosr,o, + A; A cos rr, = 0 


indem man durch r,, 72, ту, о die Geraden bezeichnet, auf 
denen AA), 445, A A;, A; A, liegen. Nun ist 


ДИТ. ДА, cos ri T, = АА. ЛА, cos ri ra, 4А, cas rur, + Alert, = 0 


folglich 4 A, cos rj о = 0. 

Zur Berechmung der Elemente des gesuchten Tetraeders 
dient eine Gleichung Чеп Grades, von der eine positive Wurzel 
ohne Weiteres erkennbar ist. Es war aber von LacnaxoE nicht 
gezeigt worden, dass durch diese Wurzel und nur durch diese 
ein reales Tetraeder von grósstem Volum bestimmt wird. Diese 
Discussion ist von Boncnanpr auf Grund einer neuen und um- 
fassenden Behandlung des ganzen Problems in 2 Abhandlungen 
(Berl. Acad. 1865 und 1866 gegeben worden. Den folgenden Aus- 
zug seiner Arbeit hat Herr Boncmanpr zur Mittheilung an dieser 
Stelle zu verfassen die Güte gehabt. 


I. Wo es nicht ausdrücklich anders bemerkt ist, sollen im 
Folgenden «a, b Zahlen bedeuten, welche die Werthe 0, 1, 2, 3, 4 


Diese Bemerkung ist von L’HeıLıer de relatione. mutua capacitatis 
etc. p. 151 gemacht worden. Vergl. des Verf. Elem. d. Math., Stereometrie 
8. 6, 10. 
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durchlaufen, /, A Zahlen, welche die Меге t, 2, 3, 4 dureh- 
laufen, p, q Zahlen, welche die Werthe 2, 3, 1 durchlaufen. 
Wenn diese Buchstaben unter Summenzeichen stehen, so ist 
nach jedem Summationsbuchstaben besonders zu summiren. 

Die Quadrate der Kanten eines Tetraeders bezeichne ich mit 
(%% = (kù, setze 17) = 0, (10) = (07 = t, (00)— 0, und nenne 
R die Determinante Ster Ordnung der so bestimmten Elemente (oh 


0 1 А A 1 
[ 0 ae) (43) (44) 
1 (24) 0 23) (84) 
1 (31) (32) o (3%) 
м) (42) (43) 0 


Die 25 Unterdeterminanten erster Ordnung von R bezeichne ich 


ò 
Mit g = Уш . Dann werden das 6fache Volumen V des 


Tetraeders und die doppelten Inhalte Fi, V9, V}, V, seiner 
Seitenflächen durch die Gleichungen bestimmt (5. oben $. 16, 13) 


0% Шу, — AE = 


Damit das Tetraeder real sei, ist es nothwendig und hinreichend, 


: e \ E а m on : 
dass die 6 Grössen (% positiv, die 4 Grössen 0;; = d negaüv 
D 
und R positiv sei, Bedingungen, welche sich in die eine zusam- 


menfassen lassen, dass die ternäre quadratische Form 


f = S ЧЮ мук (y, ＋ ½%½ у, + у, = 0) 
t 


welche nach Elimination von y, und unter Einführung der 
Gróssen 

Sng = (ра) — (p 1) = duse (44) 
die Gestalt annimmt: 


= c 4 
] = Xs pU. 
Pi 


eine definite negative Form sei, d. h. eine solche, welche 
für alle Werthe von у», 03, y,, das System ½ = 0, y, == 0, 
уу = 0 ausgenommen, nur negativer Werthe, mit Ausschluss der 
Null, fähig ist. 


II. Um den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, 
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Schicke ich einen allgemeinen Satz über quadratische Formen 
voraus, der später gebraucht wird. 
Gesetzt die beiden quadratischen Formen 
f = Xy. [= Хи Vi 
PI p 
seien durch die Substitution 


Y» > Zg” Yp 


in einander transformirbar, dann gehen gleichzeitig unter Ein- 

führung zweier neuen Systeme von je sechs Variablen ½% = an 

und Ypg = Yay die beiden Formen 

а= >Ш = EDU 3 p 
Ero dau sismo "ru ppp. s e 

durch die Substitution 


Y pry = zou Gel Ура 


in einander über. Die Transformation von /' in f liefert nämlich 
die identischen Gleichungen 


-a 1 " 
Spa > 25 Un 1 94 


und vermittelst dieser Werthe der sp geht zugleich H in F über. 

Aus diesem Satz, der nicht nur für drei Variabele y}, 
уз, Y4, sondern für jede Anzahl von Variabeln gilt, geht hervor, 
dass wenn feine definite Form ist , d. h. wenn die Coeflicienten 
Du alle dasselbe Zeichen haben, auch F eine definite Form sein 
muss, und zwar diese letztere eine positive. 


Ш. Das LacnawGE'sche Maximum-Problem besteht darin, 
dass R zu einem Maximum zu machen ist, während die 4 Grössen 


д R - : 
— Qj = m vier gegebenen positiven Constanten c; gleich 


werden sollen, welche, wenn c, die grósste derselben ist, die 
Ungleichheit 


` Ve + үс, + 12 > Ve. 


erfüllen. — Um das Problem in Gleichung zu setzen, empfiehlt 
es sich, als Variabele, nach welchen differentiirt wird, nicht die 
ursprünglichen Grössen %) sondern die Grössen о; des adjun- 
girten Systems zu wählen, zwischen welchen die Gleichungen 


Оа ten + о + o = 0 
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bestehen (8. 3, 3). Indem ich aus den 25 Grössen oq die 
Determinante 


5 х + 
Р= & Do E ES eu 


und von derselben die Unterdeterminanten der verschiedenen 
Ordnungen bilde, ergiebt sich 


д°Р ao TN 
(zl Ra M run = O. pa-p | == cd 
90, 5000011 10 
und mit Benutzung der oben definirten Grössen spg 
dp’ ар 
„ т pues REX & (00% %% % = — E Spy 
678 доо 0075 дорд 
SE db 
Xx (00) () "oi = — E Р 
р — 0050 00, 90% dü WM (00) (14) (p9) (p' q^) 610 TEE d 


Hieraus ergeben sich die vollständigen Differentiale 


—dP' 


1l 


AR’) = 2RdR = H Zë doy, 


—4Р' = ак) = ЭЛП R F ode S 65% Spa == Spg’ Spa) Ae py O prg 
oder 

п) зан = Zë % 

(2) 2 (ld а) = — Z Spg Spr doy, doy 


In den Summationen rechter Hand erhält jede der Zahlen 
P, q, H, q die Werthe 2, 3, 4. Man kann aber auch noch den 
Werth 1 hinzufügen, da sj; = 0 ist fur = 1 oder А = 1. Wenn 
man in den so erweiterten Summen für zt, Sr, Sot ihre durch 
die Grössen (rk) ausgedrückten Werthe einsetzt und die Rela- 
tionen од + оо + оз + en = 0 benutzt, ergeben sich die 
symmetrischen Ausdrücke 


(3) 2d H = Х (ik) d oix 
. (&) 2 (R&R d = — F (ik') (ik) de; dëst 


IV. Nach diesen Vorbereitungen ergeben sich die Differential- 
gleichungen des vorliegenden Problems, indem man die Differen- 
tiale von R und von den vier Grössen e, = — Du = 015 +013 +014, 
etc. gleich Null setzt. So erhält man 


0 = 2dk = 2(12)do,, + 2(43)do,, + 2(44)dg,, + 2{23)do,, + 2(24) d o,, + 2(34)do,, 
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0 = do, + do, + de, 
c 


do, + de + don 
0 = do, + do, + 403. 
9 = do, + d + dos 
Diese Gleichungen mit 1, —«, — t2, —ту, — v4 mul- 
tiplieirt und addirt geben eine Summe, in welcher der Coefficient 
jedes einzelnen Differentials verschwinden muss, daher für ғ von 
k verschieden 


(5) (ik) = 2 lv. + vj) 
llierzu kommen zwei Bedingungen. Erstens muss 


Її = FILIA — $4 UO vits 


oder mit Benutzung von (5) 
= ZA 21 ++ у, + Уу, = 0) 

eine definite negative Form sein. Zweitens muss d?R negativ 
sein. Da aber für das Maximum bereits dIt = 0 ist und nach 
Art. I in die erste Bedingung die Ungleichheit А> 0 einge- 
schlossen ist, so wird die zweite Bedingung erfüllt sein, sobald 
die rechte Seite von Gl. (2) negativ ist. Die rechte Seite von 
Gl. (2) geht aber für de,, = Ура in die quadratische Form — F 
des Art. П über, welche gleichzeitig mit f eine definite negative 
Form ist. Die zweite Bedingung ist also durch die erste von selbst 
erfüllt. 

V. Nach Einsetzung der Werthe (5) in die Determinante R 
erhält dieselbe den Ausdruck 


0 1 1 1 1 
4 (40-5 0 0 0 
В = |1 0 22) — v, 0 0 
1 0 0 (33)— v, 0 
4 0 D 0 (44)— v, 
wo (14; = (32) = (33) = (44) = 0. Hieraus folgen für R und 
die vier Unterdeterminanten e = — с; die Werthe 
wo 
Р uv. . v, v. Q = A + 2 + E + ih " 
v, е, Us v, 
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Um die vier zwischen den gegebenen Grössen с; und den 
unbekannten v; bestehenden Gleichungen nach den v; aufzulösen, 


setze ich 


für P positiv 


für P negativ 


/р — 
w = Es w; = vers 
De un 
w Io EE w P. 0 = Zo; 
z = iw'zliPg { = ро? = PO = — 


Ilierdurch gehen die Gleichungen zwischen den v; und c; über in 


wiw — w) = — ©; 


707 (0 — w;) 
oder 


oder 


7 


(w; — tw = 5—0; (t; уо) = $T Ce 


Bedeuten e, e; und e, e; Grössen, welche der positiven oder 
negativen Einheit gleich sind, so lassen sich die Grössen w, wj 


und w, w; so darstellen 


$w-eys 


w; = e Vz — ee; 5 m= syte nyit, 


= 


м 
8 


und hieraus geht vermöge der Gleichungen w = X, о = Xu, 

für = oder C= die Endgleichung in irrationaler Form hervor: 
(6) 2/3 — e / 2 — „ . 2 — . = 0 
F 


Hat man hieraus s oder Z bestimmt, so setze man 


W= (3e /Z % A (Yz-e, Vz — e 

HER d Fs Ser SEN 

De үз. үг... (pite yE) 
wo Q für jeden positiven Werth von 5 positiv ist und W für die- 
jenigen positiven Werthe von z, welche grösser als die grösste 
der Constanten e;, d. h. grösser als c, sind. Unter Einführung 


des Zeichens 


ergiebt sich jetzt 
1 9 = = HD 
man kann daher setzen 


yw = P es MD 


ey P = 
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und erhält demzufolge für v;, R die Ausdrücke: 


Р ` = /?8 
б = С 4, — е; = V др у: — = 
ES V3s—eiys—e ар Fer – 6 С 

К = PO = ФүР= 2 үи К = 2/0 C / 
VI. Die irrationale Gleichung 6, in s oder 5 = — z wird 


rational gemacht, indem man die Norm ihrer linken Seite, d. h. 
das Product der 16 irrationalen Factoren, welche den verschie- 
denen Werthen der Vorzeichen e.. . . eu oder & .... Eu entspre- 
chen, bildet, und dieses Product, welches ich mit O = (—0) 
bezeichne, = 0 setzt. Jeder der 16 irrationalen Factoren giebt, 
nach fallenden Potenzen von z oder & geordnet, eine Entwick- 
lung der Form 


1 E | — 1 Bent 
Az? +4Bz ICE ZU Oe MT tegi Tre, 


кс 


wo 
4| cm 2— Хе; Mi Хе;с;, GS Sei c, "a 2-2: D ID == 2.6. 5 Zo; 


In zwölf Factoren ist der Coefficient A oder A’) von der 
Null verschieden, in denjenigen vier dagegen, in welchen von 
den vier Vorzeichen e; oder e; eines negativ, die drei anderen 
positiv sind, ist der Coefficient A (oder A’) des ersten Gliedes 
der Entwicklung = 0. Die Norm Ф ist daher in z oder & nicht 
von höherem als dem vierten Grade. Unter den vierten Grad 
kann Ф nur sinken, wenn in einem der bezeichneten vier Fac- 
toren ausser dem Coelficienten des ersten Gliedes der Entwick- 
lung auch der Coefficient des zweiten Gliedes verschwindet. 
Dies ist nur in einem der 4 Factoren möglich, nämlich in dem- 
jenigen, für welchen e, = e, = e, — + 1, ерш —1, und in 
diesem auch nur dann, wenn zwischen den Constanten e; die 
Relation 


€ ＋ C T 6, = е, 


besteht. In diesem Fall ist Ф(5) nur vom dritten Grade. 

Die Wurzeln der Gleichung =) = 0 sind sämmtlich reell 
und drei derselben immer negativ, entsprechen also positiven 
Werthen von C. Sie gehören den 6 irrationalen Factoren in Z an, 
für welche von den vier Zeichen e; zwei positiv, zwei negativ 
sind. Betrachtet man z. B. die beiden Factoren 
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2V Ce VC e + Vier, Vete - Vito, 
ayt—-ytee -Vite -yY Ure Усс, 


so ändern sich dieselben von С = 0 bis {= + со continuirlich. 
Für C = haben sie entgegengesetzte Werthe, wenn dagegen С 
in positivem Sinne über alle Grenzen wächst, werden beide Fac- 
toren positiv, einer derselben hat daher eine positive Wurzel 
С= 0. Auf ähnliche Weise lässt sich die Existenz zweier ande- 
ren Wurzeln = 5, C=L, nachweisen. Aber diesen drei 
Wurzeln entsprechen imaginäre Lösungen des Maximum-Pro- 
blems. Denn für jede derselben ist 


м e 
ZS — 2,2, = zz) 


also V € imaginär, wodurch sämmtliche Grössen pe und R 
imaginär werden. 

Die jetzt noch übrige vierte Wurzel von Oz) = 0 giebt 
immer eine reelle Lösung des Maximum-Problems. Zu ihrer 
Bestimmung müssen die beiden Fälle unterschieden werden, in 
welchen 

б, SE ш сс odere ec, чс, chat: 
Für den beide Fülle von einander trennenden Grenzfall c, 
= C + C9 + б, wissen wir bereits, dass die vierte Wurzel von 
Ds) = 0 unendlich gross ist, In diesem Falle geben die For- 
meln des vorigen Art. 


n= HS, 1 . * H з, рз 0 


D 


also 

(42) = (14) + (24), (43) = (44) + (34), (23) = (24) + (34) 
d. h. die Ecke im Puncte (4) ist drei- rechtwinklig. 

Es sei 

c. & ei +0, +G, 
alsdann genügt der irrationalen Gleichung 
2V t- Vite – Усе, – Увс, + ужс, = 0 

eine positive Wurzel Ё = Gu: da die linke Seite für = 0 den 


negativen Werth — y c, — V e; — V c, + V c, annimmt, während 
ihre Entwicklung 
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EH ep ; N 
leo tete = сс ?+4le’+e? te? ol *°..... 
zeigt, dass sie für hinreichend grosse Werthe von & positiv wird. 
in diesem Fall ist & = & = & = + 1, & = —I, €= — £ 58,8 
=+ 1, gz positiv also Ve Q reell. Nimmt man den 
positiven Werth dieser Quadratwurzel, so werden nach den 
Formeln des vorigen Art. гү, v9, ty positiv, v, negativ, R 
positiv. Da in 
—[ = v të ta ED Vy by, = 0) 

drei der Multiplicatoren v; positiv, einer negativ ist, so genügt es, 
dass die Determinante R von — f positiv sei, damit — f eine 
definite positive Form sei. Somit ist die Nebenbedingung erfüllt 
und die Lösung eine reelle. 

Es sei zweitens 

с,< с,+с,+с,, 

тап setze 

w(-3ys5—ys—ceo-ys—e-ys-e-asys-ce, 


wo y= + 1 oder = — 1, je nachdem 


pie) = 2y e — Ve. ape us = Ие, — © 
positiv oder negativ ist, dann hat iz) = 0 eine Wurzel 5 = у 
zwischen z=c, und 5 = + оо. In der That die Entwicklung 
nach fallenden Potenzen von z giebt 

1 1 

für y = +1 piz) = —95% + (ei T c cc 
für p = —1 (5) = Io tco cl RP TEE 
also machen hinreichend grosse Werthe von s den Ausdruck 
s) negativ багт = 4-1, positiv für y = — 1, d. h. von ent- 
gegengeselztem Zeichen mit 7, während er für z zc, von glei- 
chem Zeichen mit y ist, womit die Existenz der Wurzel 2 = 20 
bewiesen ist. 

In «diesem Falle werden nach den Formeln des Art. V und 
für den positiven Werth der Quadratwurzel V W sämmtliche 
Grössen Vj, 053, 05, V4, R positiv, und es bedarf daher keines 
Beweises, dass 

[= — Хт 
Li 


eine definite negative Form ist. 


ы 
ме s 


Druck von Breitkopf und Härtel in Leipzig. 
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